
§対称性と保存則
1. 対称性と保存則

以下、Hamiltonian Ĥに時間依存性のない場合を考える。

• 時間に依存する Schrödinger方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(r, t) = Ĥψ(r, t) . (1)

• Schrödinger方程式の形式解

ψ(r, t) = e−iĤt/h̄ψ(r, 0) (2)

• 演算子 F̂ の時刻 tにおける期待値

F (t) = 〈ψ(t)|F̂ |ψ(t)〉 =
∫

[eiĤt/h̄ψ∗(r, 0)]F̂ e−iĤt/h̄ψ(r, 0) dr

=
∫
ψ∗(r, 0)eiĤt/h̄F̂ e−iĤt/h̄ψ(r, 0) dr

= 〈ψ(0)|eiĤt/h̄F̂ e−iĤt/h̄|ψ(0)〉 (3)

ここで、第二行目の表現を得る際に、Ĥのエルミート性を用いた。

• F (t)の時間変化

(3)式を tで微分する。演算子 F̂ と Ĥは一般に非可換であることを考慮すると、次の結果
が得られる。

dF (t)

dt
=
i

h̄
〈ψ(0)|eiĤt/h̄(ĤF̂ − F̂ Ĥ)e−iĤt/h̄|ψ(0)〉 (4)

ゆえに、

ĤF̂ = F̂ Ĥ −→ dF (t)

dt
= 0 (5)

が結論される。つまり、

Ĥと可換な演算子 F̂ の期待値は時間変化しない。

言い換えると、F は保存量である。

• F̂ がエルミート演算子で Ĥと可換な場合

ĤF̂ = F̂ Ĥ を行列表示すると、
∑

l

HmlFln =
∑

l

FmlHln となる。行列 H = (Hmn) と

F = (Fmn)はエルミート行列なので、

ĤF̂ = F̂ Ĥは、行列HとF が同時対角化可能であることも意味する。
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2. 保存則の例

• 運動量保存則

Ĥが次式で表される場合を考える。

Ĥ =
p̂2

2m
(6)

この時、p̂と Ĥは明らかに可換である。すなわち p̂Ĥ = Ĥp̂。従って、運動量 pは保存す
る。p̂の固有状態

ψp(r) =
1

(2π)3/2
eip·r/h̄ . (7)

は、同時に Ĥの固有状態でもあり、その固有値は εp = p2/2mである。

• 角運動量保存則

中心力ポテンシャル V (r) (r≡r) の下でのHamiltonian：

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r) (8)

は、次に示すように、軌道角運動量演算子 L̂≡r×p̂と可換である。

[L̂, Ĥ] =
[r×p̂, p̂2]

2m
+ [r×p̂, V (r)]

=
r×[p̂, p̂2] + [r, p̂2]×p̂

2m
+ r×[p̂, V (r)] + [r, V (r)]×p̂

=
0 + 2ih̄p̂×p̂

2m
+ r×(−ih̄)∂V (r)

∂r

= r×(−ih̄)dV (r)

dr

∂r

∂r

= (−ih̄)
dV (r)

dr
r× r

r
= 0

ゆえに、角運動量Lは保存される。L̂の固有状態

Ylm(θ, ϕ) (9)

は Ĥ の固有状態でもある。実際、Ĥ の固有状態は、Rnl(r)Ylm(θ, ϕ)であたえられ、動径
部分の波動関数Rnl(r)は次式を満たす。[

− h̄2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
+ V (r) +

l(l + 1)

r2

]
Rnl(r) = εnlRnl(r) . (10)

• パリティ保存則

空間反転の演算子 P̂ を次式で定義する。

P̂ f(r) = f(−r) (11)
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ここで f(r)は座標 rの任意の関数である。(11)式にもう一度 P̂ を作用させると、P̂ 2f(r) =

f(r)が得られる。f(r)は任意関数であるから、

P̂ 2 = 1 (12)

が結論される。

P̂ の固有状態は簡単に求まる。(11)式で f が P̂ の固有状態であるとし、その固有値を σ

とする。すなわち P̂ f(r) = σf(r)。一方 (12)式より、この固有値は σ2 =1をみたす。従っ
て、σ = ±1。まとめると、P̂ の固有状態には、次の二つがある。

{
P̂ f (e)(r) = f (e)(r) : 偶関数
P̂ f (o)(r) = −f (o)(r) : 奇関数

. (13)

Hamiltonian中のポテンシャル V (r)が、V (r) = V (−r)を満たす場合を考える。例えば上
の中心力場の場合がそうである。このとき、次式で示すように、P̂ と Ĥは可換である。

P̂ ĤP̂−1 = P̂

[
p̂2

2m
+ V (r)

]
P̂−1 =

[
(−p̂)2

2m
+ V (−r)

]
P̂ P̂−1 =

p̂2

2m
+ V (r) = Ĥ

従って、P̂ の固有状態は時間変化しない。また、一般の状態に関しても、P̂ の期待値は変
化しない。これは、一般の状態が P̂ の固有状態の線形結合として表すことができ、かつそ
の結合定数は時間変化しないことから結論できる。

Hamiltonianの固有状態も、偶関数と奇関数に分離することができる。上の中心対称場の
例では、lが偶数のとき Ylmは偶関数、lが奇数の時 Ylmは奇関数である。実際、Ylmは次
の関係式を満たす。

Ylm(π − θ, ϕ+ π) = (−1)lYlm(θ, ϕ) (14)

詳細は、量子力学 Iの 248ページにある [問題 3](4)を参照。

3. 対称性を利用することの利点

Ĥと可換な演算子の演算子の集まりは、群を構成することが知られている。Ĥを直接対角化す
る前に、Ĥと可換な演算子を数え上げることは、対角化すべき行列の次元を下げることができ
るという意味で、実際上の大きな利点がある。例えば、上のパリティの例では、Ĥが P̂ と可換
な場合、その行列要素は次の性質を持つ。

〈f (e)|Ĥ|f (o)〉 = 0 . (15)

従って、偶関数、奇関数それぞれの空間内で Ĥの行列を対角化すればよいことになり、対角化
すべき行列の次元が半分になった。
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