
量子統計力学と密度行列

[1] 全系と部分系{
ξ ≡ (x1, x2, · · · , xN ) :部分系の全座標
q :残り (外界)の全座標

ここで、xj ≡ (rj , σj)： 空間座標とスピン座標

例１：　

{
ξ :結晶内の全粒子
q :結晶の外の全粒子

例２：　

{
ξ :結晶内の全電子
q :結晶内の格子振動

q

ξ

(ξ, q)は膨大な自由度をもつ。注目する系 ξに対する外界の影響 qをいかに取り込むか？

• 外界と部分系の相互作用がない場合—純粋系

部分系は波動関数Φ(ξ, t)で記述される。

Φ(ξ, t)の完全規格直交系 φν(ξ, t)による展開：

Φ(ξ, t) =
∑

ν

aνφν(ξ, t), (1)

∑
ν

|aν |2 = 1, ←−
∫
|Φ(ξ, t)|2dξ = 1. (2)

部分系の物理量 (演算子)Âの期待値：

A(t) ≡
∫

Φ∗(ξ, t)ÂΦ(ξ, t)dξ =
∑
νν′

a∗
ν′aν

∫
φ∗

ν′(ξ, t)Âφν(ξ, t)dξ. (3)

• 外界と部分系との相互作用あり—混合系

a∗
ν′aν −→ wν′ν ≡ 〈a∗

ν′aν〉

展開係数 a∗
ν′aν を、外界との相互作用を考慮したある平均値wν′νで置き換える。

w�0� の性質：

(a) wν′ν = 〈a∗
ν′aν〉 = 〈a∗

νaν′〉∗ = w∗
νν′ ：エルミート

(b) wν′ν = 〈a∗
ν′aν〉 は正値行列

(c)
∑

ν wνν = 〈∑ν |aν |2〉 = 1 ：規格化

[2] 密度行列 ρ(ξ, ξ0, t)

• 密度行列の定義式
ρ(ξ, ξ′, t) ≡

∑
νν′

wν′νφν(ξ, t)φ
∗
ν′(ξ′, t) (4)
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• 部分系の物理量 (演算子)Âの期待値

A(t) =
∑
νν′

wν′ν

∫
φ∗

ν′(ξ, t)Âφν(ξ, t)dξ =

∫
Âξ

∑
νν′

wν′νφν(ξ, t)φ
∗
ν′(ξ′, t)

∣∣
ξ′=ξ

dξ

=

∫
Âξ ρ(ξ, ξ′, t)

∣∣
ξ′=ξ

dξ. (5)

• 密度行列の性質
(a) wν′ν = w∗

νν′ −→ ρ(ξ, ξ′, t) = ρ∗(ξ′, ξ, t) ：エルミート

(b) wν′ν は正値行列 −→ ρ(ξ, ξ′) は正値行列

(c)
∑

ν

wνν = 1 −→
∫

ρ(ξ, ξ, t)dξ =
∑
νν′

wν′ν

∫
φ∗

ν′(ξ, t)φν(ξ, t)dξ = 1 ：規格化

• 密度行列が満足する微分方程式
Schrödinger方程式 ih̄

∂

∂t
φν(ξ, t) = Ĥφν(ξ, t)より

ih̄
∂

∂t
ρ(ξ, ξ′, t) =

∑
νν′

wν′ν

[
ih̄

∂φν(ξ, t)

∂t
φ∗

ν′(ξ′, t) + φν(ξ, t)ih̄
∂φ∗

ν′(ξ′, t)
∂t

]

=
∑
νν′

wν′ν

[
Ĥξφν(ξ, t)φ

∗
ν′(ξ′, t)− φν(ξ, t)Ĥ

∗
ξ′φ

∗
ν′(ξ′, t)

]
= (Ĥξ − Ĥ∗

ξ′)ρ(ξ, ξ′, t). (6)

ここではwν′νが時間依存性を持たないと仮定した。

• 平衡状態
φν(ξ, t) = Ψν(ξ)e

−iEνt/h̄ ：エネルギーの固有状態を用いると便利。このとき、

ρ(ξ, ξ′, t) =
∑

ν

wν′νΨν(ξ)Ψ
∗
ν′(ξ′)e−i(Eν−Eν′)t/h̄. (7)

平衡状態の密度行列は時間依存しない (要請) −→ wν′ν = wνδν′ν

ρ(ξ, ξ′) =
∑

ν

wνΨν(ξ)Ψ
∗
ν(ξ

′). (8)

平衡状態の密度行列はエネルギー表示で対角的になる。すなわち、wν = w(Eν).

[3] 密度行列の具体形

相加性の仮定に基づき、平衡状態のwν = w(Eν)を導出する。

部分系１と部分系２はほとんど独立（相互作用小さい）
↓

w(1+2) = w(1)w(2), すなわち

lnw(1+2) = ln w(1) + ln w(2) ：ln wは相加的. (9)

同じ近似の範囲内でE(1+2) = E(1) + E(2)が成立する。このことと、(9)式およびw = w(E)を
考慮すると、ln w(E)の関数形が次のように求まる。
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(a) ln w(E) = α− βE 　：ln w(E)はEの一次関数（ln wとEの相加性より）

(b) α(1+2) = α(1) + α(2) 　：定数部分は相加的

(c) β(1) = β(2) ≡ β 　：β(j)は各部分系で同一

(d) 1 =
∑

ν

wν =
∑

ν

eα−βEν −→ α = − ln
∑

ν

e−βEν ≡ βF

以上より、wνの具体形が以下のように求まる。

wν = eβ(F−Eν), F ≡ − 1

β
ln

∑
ν

e−βEν . (10)

ここで、エネルギーの低い状態のほうが出現確率が大きくなることを要請する。すると、

β ≡ 1

kBT
> 0. (11)

(10)式の分布は、Gibbsによりカノニカル分布と名づけられた。Boltzmann分布と形は同じで
あるが、相互作用のない系の一粒子エネルギー εkではなく、相互作用も含めた系の全エネル
ギーEν が指数の肩に現れていることに注意。

[4] 大正準集合 (grand canonical distribution)

以上の考察は、部分系１と部分系２との間に粒子のやり取りがある場合に容易に拡張できる。
変更点は下記の通りである。

(a) Ĥ −→ Ĥ − µN̂ (µは Langrangeの未定乗数—化学ポテンシャル)

(b) wν = w(Eν) −→ wνN = w(Eν , N)

(c) EとN に関する相加性の仮定 −→ wνN = eβ(Ω−Eν+µN), Ω ≡ − 1

β
ln

∑
νN

e−β(Eν−µN).
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