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[1] 粒子数N が変化する場合の熱力学第一法則は

dE = d′Q − pdV + µdN (1)

で与えられる。ここでEは内部エネルギー、d′Qは系に加えた微小熱量、pは圧力、V は
体積、また µは化学ポテンシャルである。一方、熱力学第二法則は、(i)熱平衡状態の空
間で「エントロピー」という状態量 Sがあること、および、(ii)系の微小変化に対して

d′Q ≤ TdS (2)

が成立することを主張する。ここで T は温度であり、等号は可逆過程において成立する。

(a) 可逆過程における内部エネルギーの微小変化 dEを dSを用いて表せ。

(b) Legendre変換Ω = E − TS − µN を導入する。微小変化 dΩの表式を書き下せ。

(c) 前問より熱力学ポテンシャルΩが (T, V, µ)の関数であることがわかり、その中で示
量変数は V のみである。従って、系の相加性より、Ω(T, xV, µ) = xΩ(T, V, µ)が成立
する。このことからΩが圧力 pと体積 V を用いてΩ = −pV と表せることを示せ。

理想気体に対するΩの統計力学的表式は、状態密度D(ε)を用いて

Ω = ±kBT

∫ ∞

−∞
D(ε) ln[1 ∓ e−(ε−µ)/kBT ]dε,

{
上符号：　ボーズ粒子
下符号：　フェルミ粒子

, (3)

と表せる。また系の粒子数N とエネルギーEは、それぞれ

N =

∫ ∞

−∞
D(ε)

1

e(ε−µ)/kBT ∓ 1
dε, E =

∫ ∞

−∞
D(ε)

ε

e(ε−µ)/kBT ∓ 1
dε, (4)

で与えられる。状態密度が

D(ε) = Aεα−1θ(ε), A > 0, α > 0, θ(ε) =

{
1 : ε > 0

0 : ε < 0
, (5)

で与えられる場合について、以下の問いに答えよ。

(d) pV =
1

α
Eが成立することを示せ。

(e) この系の高温における圧力 pの表式を、量子補正の最低次まで考慮して、T とN の
関数として求めよ。特に古典極限の状態方程式が pV = NkBT と表せることを示せ。

(f) 低温のフェルミ粒子系について、圧力 pの表式を T 2のオーダーまで求めよ。
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