
統計力学演習問題解答 (10)

[1]

(a) N 個の吸着点のうち,N1個の吸着点が分子を吸着しているとき,吸着点の選び方は

NCN1 =
N !

N1!(N −N1)!

であり,そのときのエネルギーは ϵ = −N1ϵ0である. 吸着面の化学ポテンシャルは接している気体の
それと等しいので,この系の分配関数 ZGは

ZG =

N∑
N1=0

N !

N1!(N −N1)!
e−β(−N1ϵ0−N1µ)

=

N∑
N1=0

N !

N1!(N −N1)!

[
eβ(ϵ0+µ)

]N1

× 1N−N1

=
(
1 + eβ(ϵ0+µ)

)N
(答)

最後の変形には二項定理を用いた.

(b)

n =
1

ZG

N∑
N1=0

N1
N !

N1!(N −N1)!
e−β(−N1ϵ0−N1µ)

=
1

β

∂

∂µ
lnZG

=
N

β

∂

∂µ
ln

(
1 + eβ(ϵ0+µ)

)
=

Neβ(ϵ0+µ)

1 + eβ(ϵ0+µ)
(答)

(c) 古典理想気体については演習問題 (5)の結果から,

F = −NkT

(
3

2
ln

mkT

2πh̄2
+ ln

V

N
+ 1

)
P =

NkT

V

であった. これを用いて,

µ =
∂F

∂N
= −kT

(
3

2
ln

mkT

2πh̄2
+ ln

V

N

)
= −kT

(
3

2
ln

mkT

2πh̄2
+ ln

kT

P

)
= kT ln

[
P

kT

(
2πh̄2

mkT

)3/2
]

(答)

ゆえに,

eβµ =
P

kT

(
2πh̄2

mkT

)3/2
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となる. 以上より, (b)の結果と合わせて

n

N
=

eβ(ϵ0+µ)

1 + eβ(ϵ0+µ)

=
eβϵ0 P

kT

(
2πh̄2

mkT

)3/2

1 + eβϵ0 P
kT

(
2πh̄2

mkT

)3/2
(答)

[2]

(a) まず,第１項について考える. jの和の範囲が結晶全体であることに注意して,∑
j

∑
δ

mj ·mj+δ =
∑
j

∑
δ

[⟨mj⟩+∆mj ] · [⟨mj+δ⟩+∆mj+δ]

≈
∑
j

∑
δ

[⟨mj⟩ · ⟨mj+δ⟩+ ⟨mj⟩ ·∆mj+δ + ⟨mj+δ⟩ ·∆mj ]

=
∑
j

∑
δ

[⟨mj⟩ · ⟨mj+δ⟩+ ⟨mj⟩ · (mj+δ −∆mj+δ) + ⟨mj+δ⟩ · (mj −∆mj)]

=
∑
j

∑
δ

[−⟨mj⟩ · ⟨mj+δ⟩+ ⟨mj⟩ ·mj+δ + ⟨mj+δ⟩ ·mj ]

=
∑
j

∑
δ

[
−
(
M

N

)2

+mj+δ ·
(
M

N

)
+mj ·

(
M

N

)]

= −M2

N
d+

2d

N

∑
j

mj ·M

【最後の等式について】
1項目は jの和からN , δの和から dを乗じた. 2項目については j + δ = j′と変数変換し, 3項目と
同じ形にしたあと, δの和から dを乗じた. なお, j → j′の変数変換は j, j′共に結晶全体で和をとっ
ていることから,このような変形ができる.

以上より

H ≈ −J

2

−M2

N
d+

2d

N

∑
j

mj ·M

−
∑
j

mj ·B

= −
∑
j

mj ·
(
B +

Jd

N
M

)
+

M2

N
d

= −
∑
j

mj ·Beff +
M2

N
d

ただし,Beff ≡ B + Jd
N M とした.（証終）
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(b) 分配関数 Z は

Z =
∏
j

(
1

4π

∫
d3mj e

−βH

)
= e−β Jd

2N
M2

ZN
0

ここで,Z0は１つの格子点についての分配関数である. いま,各磁気モーメントの状態はその向いて
いる方向のみで決まるので,分配関数は立体角Ωの積分によって計算できる. Beff の方向を z軸とし
て,m = (µ sin θ cosφ, µ sin θ sinφ, µ cos θ)のように極座標表示すると,

Z0 =
1

4π

∫
dΩeβmj ·Beff

=
1

4π

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dφ eβµBeff cos θ

=
1

2

1

βµBeff

[
−eβµBeff cos θ

]θ=π

θ=0

=
sinhβµBeff

βµBeff

したがって,この系の分配関数は

Z = e−β Jd
2N

M2

(
sinhβµBeff

βµBeff

)N

(答)

(c)

F = − 1

β
lnZ = −N

β
ln

sinhβµBeff

βµBeff
+

Jd

2N
M2 (答)

(d) F を磁化M について最小化するということは, ∂
∂MF = 0となるM を求めれば良い. いま,Beff ∥

B ∥ M ,すなわちBeff = B + Jd
N M として良いので,

0 =
∂

∂M
F

=
∂

∂M

[
−N

β
ln

sinhβµBeff

βµBeff
+

Jd

2N
M2

]
=

Jd

N

(
−Nµ coth(βµBeff) +

N

βBeff
+M

)
したがって,これを満たすM は

M = Nµ

(
cothβµBeff − 1

βµBeff

)
= NµL(βµBeff) (答)

ただし, Langevin関数 L(x)＝ cothx− 1/xを用いた.
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【別解】

M =
1

β

∂

∂B
lnZ

= − ∂

∂Beff

[
−N

β
ln

sinhβµBeff

βµBeff
+

Jd

2N
M2

]
=

∂

∂Beff

[
N

β
ln sinhβµBeff − N

β
lnβµBeff − Jd

2N
M2

]
=

N

β

βµ coshβµBeff

sinhβµBeff
− N

β

βµ

βµBeff

= Nµ

(
cothβµBeff − 1

βµBeff

)
= NµL(βµBeff) (答)

(e) 常磁性近傍では,B → 0においてM → 0つまり,Beff → 0となるので, Langevin関数を L(x) ≈ x/3

で近似して議論する. そのとき,磁化M は

M ≈ 1

3
Nµβµ

(
B +

Jd

N
M

)
=

C

T

(
B +

Jd

N
M

)
C ≡ Nµ2

3k

のように表せる.この式をM について解き,自発磁化 χ = limB→0M/Bを考えると,

χ = lim
B→0

M

B
=

C

T − C
N Jd

を得る.以上の結果から,

T = Tc ≡
C

N
Jd =

Jd

3k
µ2 (答)

のときに磁化率 χが発散し,Tc以下の温度では強磁性となる.
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