
§8 磁場中の荷電粒子
8.1 電磁場中の古典自由粒子

• Lagrangean — 粒子の電荷 e(> 0)

L(ṙ, r, t) =
m

2
ṙ2 +

e

c
A · ṙ− eφ,

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ṙ ≡ dr/dt ：速度

φ = φ(r, t) ：スカラー・ポテンシャル

A = A(r, t) ：ベクトル・ポテンシャル

(1)

• 電磁場
E(r, t) = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
, B =∇×A (2)

• 共役運動量
p =

∂L

∂ṙ
= mṙ +

e

c
A(r, t) ←→ ṙ =

1

m

[
p− e

c
A(r, t)

]
(3)

• Hamiltonian — LagrangianからのLegendre変換 (独立変数の取り換え：ṙ→ p)

H(r,p, t) = p · ṙ− L = p · 1

m

(
p− e

c
A
)
− 1

2m

(
p− e

c
A
)2

− e

c
A · 1

m

(
p− e

c
A
)

+ eφ

=
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eφ (4)

• 運動方程式 (Lagrange形式)

d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
=
∂L

∂ri
(i = x, y, z) (5)

ここで、左辺と右辺は次のように計算できる。

d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
=

d

dt

[
mṙi +

e

c
Ai(r, t)

]
= mr̈i +

e

c

⎡
⎣∑

j

∂Ai(r, t)

∂rj

ṙj +
∂Ai(r, t)

∂t

⎤
⎦

∂L

∂ri
=
e

c

∑
j

∂Aj

∂ri
ṙj − e∂φ(r, t)

∂ri

ゆえに、運動方程式は、次のようになる。

mr̈i = e

[
−∂φ(r, t)

∂ri
− 1

c

∂Ai(r, t)

∂t

]
+
e

c

∑
j

ṙj

[
∂Aj(r, t)

∂ri
− ∂Ai(r, t)

∂rj

]

i = xのとき、

mẍ = e

[
−∂φ(r, t)

∂x
− 1

c

∂Ax(r, t)

∂t

]
+
e

c

[
ẏ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
+ ż

(
∂Az

∂x
− ∂Ax

∂z

)]

= eEx +
e

c
(vyBz − vzBy)

まとめ
mr̈ = eE +

e

c
v ×B (6)
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• 静磁場中の運動 — z方向の一様磁場B ‖ z

mv̇x =
e

c
vyB (7)

mv̇y = −e
c
vxB (8)

mv̇z = 0 (9)

(7)式を tで微分した式に (8)式を代入

v̈x =
eB

mc
v̇y =

eB

mc

(
−eB
mc

vx

)
= −ω2

cvx (10)

ωc =
eB

mc
　：サイクロトロン振動数

(10)式は調和振動子の方程式 −→ vx = v0 sin(ωct+ θ) (A：振幅、θ：初期位相）
この結果を (7)に代入 −→ vy = v̇x/ωc = v0 cos(ωct+ θ)

まとめ

v = (v0 sin(ωct+ θ), v0 cos(ωct+ θ)) ：周期 T =
2π

ωc
の円運動 (11)

ωc =
eB

mc
　：サイクロトロン振動数

r = r0 +
(
− v0

ωc
cos(ωct+ θ),

v0

ωc
sin(ωct+ θ)

)
：円運動の半径

v0

ωc
は連続値

古典粒子の運動は電磁場E, Bのみで決まる — φ, A は補助場で実体がない

8.2 外場中の自由粒子の量子力学

• 量子力学への移行

(a) 軌道部分

古典粒子の運動量 p −→ 運動量演算子 p̂ = −ih̄ ∂
∂r

Ĥorb =
1

2m
Π̂

2
+ eφ

(
Π̂ ≡ p̂− e

c
A
)

(12)

(b) スピン部分 — 古典力学に対応物なし

ĤZ = −2µBŝ ·B (13)

• スピンの効果を Schrödinger方程式に取り込む — 行列形式を用いて

(a) スピン演算子 ŝ → スピン行列 s　（演算子形式 → 行列形式）
(b) 波動関数 ψ(r) → 2成分 (スピノール)波動関数ψ(r) ≡

[
ψ1(r)

ψ2(r)

]
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(c) 軌道部分のHamiltonianにスピン空間の単位行列 1 ≡
[

1 0

0 1

]
を掛ける。

• 対応する Schrödinger方程式 (Pauli, 1927)

ih̄
∂

∂t
ψ(r, t) = Ĥψ(r, t), Ĥ ≡

(
1

2m
Π̂

2
+ eφ

)
1− 2µBs ·B (14)

成分表示 — ψ1と ψ2に対する連立微分方程式

ih̄
∂

∂t
ψ1(r, t) =

(
1

2m
Π̂

2
+ eφ

)
ψ1(r, t)− µB [(Bx − iBy)ψ2(r, t) +Bzψ1(r, t)] , (15)

ih̄
∂

∂t
ψ2(r, t) =

(
1

2m
Π̂ + eφ

)
ψ2(r, t)− µB [(Bx + iBy)ψ1(r, t)− Bzψ1(r, t)] , (16)

cf. Dirac方程式は４成分 ψ1(r, t), · · · , ψ4(r, t)に対する連立微分方程式 ← Lorentz変換に
対する不変性の要請

• 確率密度 ρ(r, t)とスピン密度 s(r, t)

ρ(r, t) = ψ†(r, t)ψ(r, t) = |ψ1(r, t)|2 + |ψ2(r, t)|2 (17)

s(r, t) = ψ†(r, t) sψ(r, t) (18)

• ゲージ変換 (定義式)

定義式：　

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψ(r, t) = exp
[
i
e

h̄c
λ(r, t)

]
ψ′(r, t)

A(r, t) = A′(r, t) +∇λ(r, t)

φ(r, t) = φ′(r, t)− 1

c

∂λ(r, t)

∂t

(19)

• ゲージ不変性 — 方程式 (14)は変換 (19)に対してその形を変えない

証明

Π̂ψ =
(
−ih̄∇− e

c
A
)

exp
(
i
e

h̄c
λ
)
ψ′ = exp

(
i
e

h̄c
λ
) [
−ih̄∇− e

c
(A−∇λ)

]
ψ′

= exp
(
i
e

h̄c
λ
)(
−ih̄∇− e

c
A′
)
ψ′

(
ih̄
∂

∂t
− eφ

)
ψ =

(
ih̄
∂

∂t
− eφ

)
exp

(
i
e

h̄c
λ
)
ψ′ = exp

(
i
e

h̄c
λ
) [

ih̄
∂

∂t
− e

(
φ+

1

c

∂λ

∂t

)]
ψ′

= exp
(
i
e

h̄c
λ
)(

ih̄
∂

∂t
− eφ′

)
ψ′
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ゆえに、(ψ′,A′, φ′)に対する方程式は、(ψ,A, φ)に対する方程式 (14)と同じ形を持つ

⇓
(A, φ)にはゲージ変換の自由度から来る不定性

8.3 一様な磁場中の自由荷電粒子

• 一様静磁場中の Schrödinger方程式

静磁場：　 φ = 0

ψ(r, t) = e−iEt/h̄ϕ(r) と置いて (14)式に代入

Ĥϕ(r) = Eϕ(r) (20)

磁場方向を z軸に選ぶ。対応するベクトル・ポテンシャルは次のように選べる。

A(r) = (Ax(x, y), Ay(x, y), 0) (21)

B =

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
,
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
,
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
= (0, 0, B) (22)

(Ax, Ay)の選択例 — ゲージの選び方
(
−1

2
By,

1

2
Bx

)
：対称ゲージ, (0, Bx)：Landauゲージ, · · ·

• スピンのZeemanエネルギーと固有関数

ĤZ = −2µBs ·B = −2µB

[
B
2

0

0 −B
2

]
= −µBB

[
1 0

0 −1

]
：対角的 (23)

ĤZの固有関数

ϕ↑(r) = ϕ(r)

[
1

0

]
, ĤZϕ↑(r) = −µBBϕ↑(r) (24)

ϕ↓(r) = ϕ(r)

[
0

1

]
, ĤZϕ↓(r) = +µBBϕ↓(r) (25)

軌道部分 ϕ(r)に対する方程式 ←− ϕσ(r) (σ =↑, ↓) のスピン部分は 1の固有ベクトル

1

2m
Π̂

2
ϕ(r) = εϕ(r) (26)

全固有エネルギー：　Eνσ = εν − σµBB ν: 軌道部分の量子数；　 σ =

{
+1 : ↑
−1 : ↓
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• 軌道部分に対する Schrödinger方程式 — z方向の運動の分離

Ĥorb =
1

2m
Π̂

2
=

1

2m

(
Π̂2

x + Π̂2
y + p̂2

z

)
(27)

z方向については一様 −→ ϕ(r) = ϕ′(x, y)
1√
2π

eikzzと置く

ϕ′(x, y)に対する方程式
Ĥ ′

orbϕ
′(x, y) = ε′ϕ′(x, y) (28)

ここで

Ĥ ′
orb ≡

1

2m
(Π̂2

x + Π̂2
y), ε = ε′ +

h̄2k2
z

2m
(29)

以下、xy面内の軌道運動のみを考え、Ĥ ′
orb → Ĥorb, ε

′ → ε, ϕ′(x, y) → ϕ(x, y)と略記
する。

• Ĥorbの書き換え — 生成消滅演算子を用いて

Π̂x, Π̂yの交換関係

[Π̂x, Π̂y] = ih̄
e

c

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
= i

eh̄B

c
(30)

“因数”分解

Π̂2
x+Π̂2

y = (iΠ̂x+Π̂y)(−iΠ̂x+Π̂y)−i(Π̂xΠ̂y − Π̂yΠ̂x) = (iΠ̂x+Π̂y)(−iΠ̂x+Π̂y)+
eh̄B

c
(31)

↑ ↑
Π̂xと Π̂yが演算子であることによるおつり (正の数となるよう分解する)

生成消滅演算子 a†, aの導入

a† ≡ α(iΠ̂x + Π̂y), a ≡ α(−iΠ̂x + Π̂y), αは実定数

a†, aの交換関係

[a, a†] = α2[−iΠ̂x + Π̂y, iΠ̂x + Π̂y] = −2α2i[Π̂x, Π̂y] = 2α2 eh̄B

c

[a, a†] = 1となるように αを選ぶ −→ α =

√
c

2eh̄B
　従って、

a† ≡
√

c

2eh̄B
(iΠ̂x + Π̂y), a ≡

√
c

2eh̄B
(−iΠ̂x + Π̂y).

Ĥorbを a†, aを用いて書き換え

Ĥorb =
1

2m

[
(iΠ̂x + Π̂y)(−iΠ̂x + Π̂y) +

eh̄B

c

]
=
(
a†a+

1

2

)
h̄
eB

mc
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まとめ — Ĥorb

Ĥorb =
(
a†a+

1

2

)
h̄ωc ωc ≡ eB

mc
：サイクロトロン振動数 (32)

a†

a

}
≡
√

c

2eh̄B
(±iΠ̂x + Π̂y), [a, a†] = 1. (33)

a†は aのエルミート共役 ←− Π̂x, Π̂y は自己共役、かつ、iΠ̂xは−iΠ̂xのエルミート共役

• Ĥorb =

(
aya+

1

2

)
h̄ωc の固有値と固有関数

(a) a†aの固有値はゼロ以上

証明：　 0 ≤ 〈aϕ|aϕ〉 = 〈ϕ|a†aϕ〉
⇓

最低固有状態 ϕ0(x, y) は、aϕ0(x, y) = 0 を満たす。固有エネルギー：ε0 = 1
2
h̄ωc

(b) ϕが Ĥorbの固有状態 Ĥorbϕ = εϕ ならば、a†ϕも Ĥorbの固有状態で、その固有エネル
ギーは ε+ h̄ωc

証明：　 [a†a, a†] = a†[a, a†] + [a†, a†]a = a†より Ĥorba
† = a†Ĥorb + a†h̄ωc

　　　　従って Ĥorba
†ϕ = a†Ĥorbϕ+ a†h̄ωcϕ = (ε+ h̄ωc)a

†ϕ

(a), (b)より、固有値と固有関数は次のようになる。

εn =
(
n+

1

2

)
h̄ωc, (n = 0, 1, 2, · · ·)　：Landau準位 (34)

ϕn(x, y) =
1√
n!

(a†)nϕ0(x, y), ただし ϕ0は、aϕ0(x, y) = 0の解 (35)

ϕnの規格化定数導出は演習問題

• ϕnの具体形 — A = (0, Bx) と選んだ場合

a†

a

}
≡
√

c

2eh̄B
h̄

(
± ∂

∂x
− i ∂

∂y
− eB

h̄c
x

)
=

lc√
2

(
± ∂

∂x
− i ∂

∂y
− x

l2c

)
. (36)

lc ≡
√
h̄c

eB
　：磁気長 (37)

無次元化

x = lcξ, y = lcη,
∂

∂x
=

1

lc

∂

∂ξ
,

∂

∂x
=

1

lc

∂

∂η
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a†

a

}
=

1√
2

(
± ∂

∂ξ
− i ∂

∂η
− ξ

)
. (38)

a, a†は座標 yに依存しない −→ y方向の運動量は保存される

⇓
ϕn(x, y) = Xn(ξ)

1√
2π

exp(iκyη)と置ける。(κy = kylc)

ϕ0(x, y)の表式

0 = aϕ0(x, y) =
1√
2π

eiκyη 1√
2

(
− d

dξ
+ κy − ξ

)
X0(ξ)

ゆえに
dX0(ξ)

dξ
= −(ξ − κy)X0(ξ) ←→ dX0

X0
= −(ξ − κy)dξ

積分して X0(ξ) = A exp

[
−(ξ − κy)

2

2

]

規格化

1 =
∫ ∞

−∞
|X0(ξ)|2dx = |A|2lc

∫ ∞

−∞
e−(ξ−κy)2dξ = |A|2√πlc −→ A =

1

π
1
4 l

1
2
c

従って、ϕ0(x, y)は次のように求まる。

ϕ0(x, y) =
1

π
1
4 l

1
2
c

exp
[
−1

2
(ξ − κy)

2
]

1√
2π

eiκyη

状態 nの固有関数

ϕn(x, y) =
1√
n!

(a†)nϕ0(x, y) =
1√
2π

eiκyη 1
√
n!π

1
4 l

1
2
c 2

n
2

(
d

dξ
− ξ + κy

)n

e−
1
2
(ξ−κy)2

=
1√
2π

eiκyη 1
√
n!π

1
4 l

1
2
c 2

n
2

[
e

1
2
(ξ−κy)2 d

dξ
e−

1
2
(ξ−κy)2

]n

e−
1
2
(ξ−κy)2

=
1√
2π

eiκyη 1
√
n!π

1
4 l

1
2
c 2

n
2

e−
1
2
(ξ−κy)2e(ξ−κy)2

(
d

dξ

)n

e−(ξ−κy)2

=
1√
2π

eiκyη 1
√
n!π

1
4 l

1
2
c 2

n
2

e−
1
2
(ξ−κy)2Hn(ξ−κy)

• まとめ — Landauゲージでの固有値と固有関数

軌道部分の固有値と固有関数

εnkykz =
(
n+

1

2

)
h̄ωc +

h̄2k2
z

2m
.

(
n = 0, 1, 2, · · · ; ωc =

eB

mc

)
(39)
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ϕnkykz(r) =
1

π
1
4 l

1
2
c 2

n
2

√
n!

exp

[
−(x− kyl

2
c)

2

2l2c

]
Hn

(
x−kyl

2
c

lc

)
1

2π
eikyy+kzz .

⎛
⎝lc ≡

√
h̄c

eB

⎞
⎠

(40)

固有エネルギー εnkykz が kyに依らないことに注意 — Landau準位の大きな縮重度

スピン部分も含めた固有値と固有関数

Enkykzσ = εnkykz −
1

2
σh̄ωc. σ =

{
+1 :↑
−1 :↓ (41)

ϕnkykz↑(r) = ϕnkykz(r)

[
1

0

]
, ϕnkykz↓(r) = ϕnkykz(r)

[
0

1

]
. (42)

• Landau準位の縮重度

(a) xy面内の 0≤x≤Lx, 0≤Ly≤yの領域に閉じ込められた粒子を考える (Lx, Ly � lc)。

(b) y方向には周期的境界条件 −→ 　 ky =
2πny

Ly
(nyは整数)

(c) 波動関数Xn(x)の中心が 0 ≤ x ≤ Lxに入っているための条件

0 ≤ kyl
2
c ≤ Lx ←→ 0 ≤ ny ≤ LxLy

2πl2c

(d) 固有状態 nの縮重度：N =
LxLy

2πl2c
　←→　領域 2πl2c 当たりに一つの量子状態

(サイクロトロン運動の最小半径∼ lc)

別表現：N =
LxLyB

(hc/e)
=

Φ

Φ0
,

⎧⎪⎨
⎪⎩

Φ：体系内の全磁束

Φ0 =
hc

e
= 4× 10−7G · cm2：磁束量子

8.4 Aharonov-Bohm効果 (AB効果)

一点から放射された電子波が、磁場のある領域
の周りを通って後方のスリットで一点に集めら
れる。電子源とスリットの位置は上下対称的にと
る。電子波は磁場のある領域には入り込めない。

⇓

後方のスリットで集められた電子波の振幅は？

B

磁場は赤い円内のみに存在

スリット

電子波 C1

C2
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• 軌道運動に対する Schrödinger方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(r, t) =

1

2m

(
p̂− e

c
A
)2

ψ(r, t) (43)

• ベクトル・ポテンシャルの消去

電子は磁場の無い領域、すなわち、∇×A = 0の領域を通る。

⇓
上記の領域ではA =∇λと書ける。

変換

ψ(r, t) = exp
[
i
e

h̄c

∫ r

r0

A(s) · ds
]
ψ′(r, t) = exp

{
i
e

h̄c
[λ(r)− λ(r0)]

}
ψ′(r, t) (44)

ψ′(r, t)に対する方程式

ih̄
∂

∂t
ψ′(r, t) =

1

2m
p̂2ψ′(r, t) ：ゼロ磁場の Schrödinger方程式 (45)

• 後方のスリット上での電子波の振幅∣∣∣∣∣ψ′(r, t) exp

[
i
e

h̄c

∫ r

r0(C1)
A(s) · ds

]
+ ψ′(r, t) exp

[
i
e

h̄c

∫ r

r0(C2)
A(s) · ds

]∣∣∣∣∣
= |ψ′(r, t)|

∣∣∣∣∣1 + exp

[
i
2π

Φ0

∫
(C2−C1)

A(s) · ds
]∣∣∣∣∣ Φ0 ≡ hc

e
：磁束量子

= |ψ′(r, t)|
∣∣∣∣1 + exp

[
i
2π

Φ0

∫
(∇×A) · dS

]∣∣∣∣
= |ψ′(r, t)| |1 + exp [2πi(Φ/Φ0)]| Φ ：領域内の全磁束

= 2
∣∣∣∣ψ′(r, t) cos

(
π

Φ

Φ0

)∣∣∣∣ (46)

磁束密度Bを変化させるとスリット上での電子波の振幅が周期的に変化

|ψ(r, t)| = |ψ′(r, t)| ×
⎧⎪⎨
⎪⎩

1 : Φ = 0,±Φ0,±2Φ0, · · ·
0 : Φ = ±1

2
Φ0,±3

2
Φ0, · · ·

(47)

電子波が通過する領域外にある磁場の影響を受ける — AB効果

　　　ベクトル・ポテンシャルAは量子力学において本質的役割を果たす！
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• 関数 λ(r)の具体形 — A(r) =∇λ(r)

円柱座標 r = (ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)での微分 — eρ, eϕ, ez

∇λ =
∂λ

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂λ

∂ϕ
eϕ +

∂λ

∂z
ez (48)

∇×A =

(
1

ρ

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
eρ +

(
∂Aρ

∂z
− ∂Az

∂ρ

)
eϕ +

(
1

ρ

∂

∂ρ
ρAϕ − 1

ρ

∂Aρ

∂ϕ

)
ez (49)

磁場は z方向を向き、ρ ≤ aの領域に閉じ込められている。

円柱対称な z方向の磁場に対するベクトル・ポテンシャルのゲージ選択— A(r) = Aϕ(ρ)eϕ

B(r) =
1

ρ

d

dρ
ρAϕ(ρ)ez =

⎧⎪⎨
⎪⎩
Bez : ρ ≤ a

0 : ρ > a

積分−−→ Aϕ(ρ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

B

2
ρ+

C

ρ
: ρ ≤ a

C ′

ρ
: ρ > a

ここで、(a) A(ρ = 0)が正則 −→ C = 0; (b) A(ρ = a)が連続 −→ C ′ = Ba2/2。

⇓

Aϕ(ρ) =
1

ρ

dλ

dϕ
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

B

2
ρ : ρ ≤ a

Ba2

2ρ
: ρ > a

積分−−→ λ =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

B

2
ρ2ϕ : ρ ≤ a

Ba2

2
ϕ : ρ > a

(50)

λ(ρ > a)は原点の周りで多価関数 (原点は特異点) ←− 磁場の存在

補足: 中心対称場の運動に対する磁場の影響

• Hamiltonian

Ĥ =
[

1

2m
Π̂

2
+ V (r)

]
1− 2µBs ·B, Π̂ ≡ p̂− e

c
A(r) (51)

この静磁場Bに対するベクトルポテンシャルをA = 1
2
B×rと選ぶ。すると、演算子 1

2m
Π̂

2

は次のように変形できる。

Π̂
2

=
1

2m

(
p̂− e

2c
B×r

)2
=

p̂2

2m
− e

4mc
[p̂ · (B×r) + (B×r) · p̂] +

e2

8mc2
(B×r)2

=
p̂2

2m
− e

2mc
B · (r×p̂) +

e2

8mc2
(B×r)2 =

p̂2

2m
− eh̄

2mc
B · l̂ +

e2

8mc2
(B×r)2

従って、Hamiltonianは次のように書ける。

Ĥ =

[
p̂2

2m
+ V (r)

]
1− µB(1 l̂+2s) ·B +

e2

8mc2
(B×r)21, µB ≡ eh̄

2mc
. (52)

磁場との一次の結合—Zeeman効果

ĤZ = −µB(1 l̂+2s) ·B. (53)
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