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場の量子論を用いた非平衡統計力学について解説する。具体的に扱う系は二体相互作用する

Bose/Fermi粒子系で、松原グリーン関数とその Dyson方程式に関する知識を仮定する。まず、

Keldyshグリーン関数を用いた非平衡摂動展開とそのFeynman則について簡潔に説明する。次に、

Keldyshグリーン関数のDyson方程式を出発点とし、Wigner表示を用いて量子輸送方程式を導出

する。この量子輸送方程式は、スペクトル関数Aと分布関数 φについての閉じた方程式をなして

おり、量子非平衡系における確率分布の時間発展を追跡することができる。また、希薄高温極限で

Boltzmann方程式になり、φを Bose/Fermi分布関数で置き換えると平衡状態の遅延/先進グリー

ン関数に対するDyson方程式に帰着する。つまり、非平衡状態の時間発展を決める方程式が、平

衡統計力学を内包する形で得られたことになる。さらに、φについての方程式からは、非平衡状態

のエントロピー密度に対する連続の方程式も導くことができる。これは、BoltzmannがH定理を

証明する際に用いた手法を、量子効果と高次散乱を取り込むように一般化したことになっている。

熱力学や平衡統計力学では、「エントロピー増大則」を非平衡な「経路」で直接確認できず、平衡

状態の「経路」で迂回してその変化を追認できるのみである。対照的に、ここでは非平衡状態に

おけるエントロピーの微視的表式が平衡統計力学と矛盾なく得られ、その時々刻々の変化を追跡

できるようになった。その他の話題として、荷電系における量子輸送方程式、多体相関の計算法、

動的保存則、および輸送方程式と流体力学の関連についても解説する。

1 はじめに

Boltzmannは、1872年、後に彼の名を冠することになる輸送方程式を提出し、さらに、この方

程式を用いて、エントロピー増大則に微視的な基礎を与える H 定理を証明した [1]。この方程式

は、統計力学建設の突破口を与えたのみならず、非平衡系における確率分布の時間発展を直接追

うことができる点できわめて独創的かつユニークで、現代においてもその有用性は失われていな

い。しかし、その後の統計力学発展の本流は、Boltzmannの原理 (1877年) [2]とGibbsによる精

密な定式化 (1902年) [3]に基づく静的な平衡統計力学に移ったように思える。実際、揺らぎや相
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転移におけるその後の大きな展開に較べ、非平衡統計力学の発展ははるかに地味であり、「非平衡

統計力学は未確立である」と一般に思われているようである。本稿では、「輸送方程式で非平衡系

がどこまで記述可能か」という問題意識の下に、輸送方程式論の最近の発展について解説する。

Boltzmann方程式などの輸送方程式を線型応答理論 [4]と較べるとき、その明らかな利点とし

て、非平衡系における確率分布の時間発展を記述できることが挙げられる。線型応答理論では、微

小な外場 (＝平衡状態からのずれの原因)に対する大域的平衡状態の応答を計算する。従って、外

場の大きさそのものを決めることは不可能であり、この目的のためには、線型応答理論で計算さ

れた輸送係数 (例：粘性係数)を持つような非線形方程式 (例：Navier-Stokes方程式)を外から持ち

こむ必要がある。一方、Boltzmann方程式は、衝突項の存在により、確率分布関数 f に関する非

線型方程式となっており、初期値と境界条件を与えれば原理的に f の時間発展を記述できる。こ

のことは、熱伝導系などの典型的な非平衡系についてもあてはまる。

1970年代以降に盛んになった非平衡パターン形成の研究 [5]との関連についても言及しておく。

この手法の本質は、Navier-Stokes方程式など保存則に関連した非線形な決定論的方程式を数値的・

解析的に解くことにあり、統計力学の本質である確率概念がその時間発展過程において欠如してい

る。一方、Boltzmann方程式は確率分布 f の時間発展方程式であり、f を求めることにより揺ら

ぎなどの高次相関も原理的に計算可能なのである (以下の第 6章参照)。このことに関連して、希

薄古典気体に関する連続の方程式や Navier-Stokes方程式および熱伝導方程式は、Boltzmann方

程式から、局所平衡からの 1次のずれまでを考慮する近似で導出できることを指摘しておく (以下

の第８章参照)。つまり、Boltzmann方程式という確率分布 f の発展方程式は、Navier-Stokes方

程式などの非線形な決定論的方程式も内包しており、後者を越えた非平衡系の微視的・統計力学

的な記述を可能にする。例えば、流体力学は統計力学と独立した一分野と一般に思われているが、

Boltzmann方程式を用いることで、流体中の揺らぎなどを理論的・統計力学的に考察することも

できる。

しかし、Boltzmann方程式は希薄高温極限という限られた適用範囲でのみ成り立つ方程式であ

り、Boltzmannによるその導出 [1]も物理的直観に依存する所が多い。この Boltzmann方程式を

量子効果や多体散乱を取り込むように一般化し微視的に確固と基礎づけることで、非平衡系の理

論的記述に大きな進展がもたらされると期待してもよいであろう。

この方向における一つの突破口を切り開いたのが、1962年のKadanoffとBaymの研究 [6]であ

ると筆者は考える。彼らは、輸送方程式の研究に、グリーン関数Gを用いる場の量子論的手法を持

ち込んだ。松原 [7]により統計力学への応用が始められた場の量子論は、摂動展開の系統的な実行と

その一般的構造の深い理解を可能にし、蓄積された豊富な研究成果をもつ [8]。KadanoffとBaym

は、この手法を用いて、おおよそ下記の手順により Bose/Fermi分布関数に対する Boltzmann方

程式を微視的に導出した (詳細は以下の第 3章を参照)。(i) 左Dyson方程式G−1G = 1と右Dyson

方程式 GG−1 = 1をWigner表示に変換する (Gはグリーン関数の行列表現、1は単位行列); (ii)

重心座標について 1次の勾配展開を行う; (iii) 右 Dyson方程式を左 Dyson方程式から差し引く

(G−1G − GG−1 = 0); (iv) 準粒子近似を採用してWigner変換の際に現れる変数一つを積分によ
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り消去する。

しかし、彼らの導出法は、虚時間を変数とする平衡松原グリーン関数を実時間へ解析接続する

もので、「非平衡系の発展方程式を得る」という観点からはいささか冗長で難解である。また、左

Dyson方程式と右Dyson方程式という全く等価な二つの方程式を差し引き、かつ変数を一つ消去

するという手続きに関しても、近似の構造が不明確であるという不満が残る。一体この手続きで失

われた情報は何であろうか？また、得られた方程式は閉じた方程式なのであろうか？ しかし、輸

送方程式の導出にグリーン関数Gを用いる着想はすばらしい。古典Boltzmann方程式の微視的導

出としては、Liouville方程式に基づくBogoliubovのものが有名であり [9, 10]、量子系への拡張も

Bogoliubov, Landau, Vlasov, Silinなどのロシア学派により既に始められていた [10]。Kadanoff

と Baymの功績は、グリーン関数Gを用いることで、より系統的かつ明瞭な導出を行ったことに

あると筆者は考える。一般に、量子統計は、準位の離散化や同種粒子の同等性が自然に導入される

という点で古典統計よりも論理が明快で、かつ、古典統計を高温極限として含む。また、グリーン

関数を用いることで、厳密な議論や系統的な近似が可能になる。後に Baymは、Kadanoff-Baym

の研究を拡張し、保存則を自動的に満たす近似法 (いわゆるΦ微分近似もしくは保存近似)を開発

しているが [11]、このようなことも、グリーン関数を使ってこそ可能であったと思われる。ちな

みに、物性論のコミュニティで広く知られた (しかし必ずしもよく理解されているとは限らない)

このKadanoff-Baymによる量子輸送方程式の導出は、その難解さにも原因があるのであろうが、

古典 Boltzmann方程式の教科書ではほとんど言及されていないように思われる [12]。

さて、上に述べた Kadanoff-Baym理論の第一の欠点は、1964年にKeldyshにより取り除かれ

た [13]。彼は、2行 2列の行列グリーン関数、すなわちKeldyshグリーン関数を用いた実時間摂動

展開法を開発した。また、対応する Dyson方程式に Keldysh変換を施してその構造を明確にし、

さらに、その一成分から上記 (i)-(iv)の手続きにより荷電系のBoltzmann方程式を導出している。

この摂動展開理論は非平衡系の動的記述に大きな可能性を開くものであったと筆者は考える。し

かし、この手法は現在でもその真価に値するほど充分には普及していない。最近では量子ドット系

や接合系に良く用いられているが、バルクの非平衡系への適用例は、松原グリーン関数を用いた平

衡状態の研究に較べはるかに少ない。この理由としては、摂動展開の具体的な計算法や Feynman

則を明快に解説した教科書・レビュー記事があまり無いことが影響しているかもしれない。例え

ば比較的初期の 1976年に Langrethが書いたレビュー記事 [14]では、非平衡摂動展開の Feynman

則について、ただ一言 “use your own rules; they will work here as well!” としか述べていない。

その後最近までいくつかのレビュー記事や教科書が出ている [15, 16, 17]。しかし、そこでも、摂

動展開の経路 (いわゆる Keldysh経路)や Keldyshグリーン関数および Dyson方程式に関する記

述に較べ、Feynman則など摂動展開の実用ツールに関する説明は見劣りする。

Kadanoff-Baym理論の第二の欠点すなわち近似の構造を明確にすることは、近年、Ivanovら [18]

により、二体接触相互作用の場合について行われた。左Dyson方程式と右Dyson方程式は本来等

価であるが、Wigner表示に移って勾配展開を実行すると見かけ上異なる表現を持つ。そして、こ

のことがG−1G−GG−1 = 0による輸送方程式導出を可能にした。つまり、勾配展開を有限項で打
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ち切った場合には、初期の等価性が必ずしも保障されないことになる。これは深刻な問題を含んで

いる。すなわち、系の時間発展は、本来、左Dyson方程式もしくは右Dyson方程式のいずれを用

いても同じであるが、1次の勾配展開を行うと、どちらを使うかで時間発展が異なってくる可能性

があるのである。Ivanovらは、Kadanoff-Baymによる上記の手続き (iii)に関連し、1次の勾配展

開の範囲内で左 Dyson方程式と右 Dyson方程式が等価になるような近似法 (Botermans-Malfliet

近似 [19])を持ち込んだ。そして、(iv)の積分による変数消去の手続きを行わずに、量子効果を残

した輸送方程式を導出した。この輸送方程式は、スペクトル関数Aと分布関数 φについての閉じ

た方程式系をなしており、希薄高温極限で Boltzmann方程式になり、また、φを Bose/Fermi分

布関数で置き換えると平衡状態の遅延/先進グリーン関数に対する Dyson方程式に帰着する。こ

れにより、Kadanoff-Baymによる手続き (iv)が、状態密度に関連するAの自由度を消去すること

に等しいことも明らかになった。Botermans-Malfliet近似はもうひとつの大きな御利益をもたら

す。Ivanovらは [18]、このようにして得られた分布関数 φについての方程式から、Boltzmannが

H 定理を証明したのと同様の手続きを経て [12]、非平衡系におけるエントロピーの表式とその時

間発展方程式を導出した。

しかし、Ivanovらの輸送方程式は衝突積分に「記憶効果」と呼ばれる時空微分項を含んでおり、

そこから得られたエントロピーの表式は筆者が得た熱平衡状態におけるエントロピーの厳密な表

現 [20]と矛盾する。このことは、彼らの動力学を孤立系という典型例に適用した場合、真の熱平

衡状態に漸近して行かないことを意味する。そこで、筆者は Ivanovらの考察を一般の二体相互作

用に拡張し、詳細な検討を加えた [21]。そして、衝突積分の「記憶効果」項を取り除くことで、エ

ントロピーの微視的表式が平衡統計力学と矛盾のない形で得られることを示した。また、非平衡

系における二体相関の計算法と保存則についても詳細な考察を行った。

これらの研究により、平衡状態と非平衡状態に対する場の量子論を用いた理論的枠組みの関連

と違いが明快になった。平衡状態では、Luttinger-Wardによる熱力学関数の表現からも明らかな

ように [22]、すべての熱力学量や一粒子期待値および多体相関が原理的に松原グリーン関数を用い

て表現できる。一方、その松原グリーン関数は、Lehmann表示によりスペクトル関数Aのみの汎

関数として表される [8]。つまり、多粒子系の平衡統計力学の課題は、スペクトル関数A（≈状態
密度)を決めることにあり、粒子の分布そのものはBose/Fermi分布に従う。例えば、近藤効果の

本質は、多体相関により低温で Fermi準位近傍に発達する状態密度のピーク (近藤共鳴ピーク)を

いかに記述するかにあった [23]。一方、非平衡状態においては、スペクトル関数Aだけではなく、

分布関数 φも自己無撞着に決めなければならない。対応する φについての方程式は、非平衡状態

におけるエントロピーの流れの式も内包し、平衡状態においてBose/Fermi分布関数に帰着する。

統計力学を熱力学に矛盾の無いように構成することで、我々は、熱力学では不可能な状態方程式

や輸送係数等の微視的計算法を獲得した。これと同様に、非平衡統計力学を平衡統計力学を内包

するように構成することで、非平衡系の微視的扱いが可能になると期待してもよいであろう。新た

に得られたAと φについての方程式は、平衡統計力学と矛盾の無いように拡張されており、非平

衡系における確率分布の時間発展を記述できる閉じた方程式系をなしている。また、そこからは
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非平衡エントロピーの微視的表現も得られる。エントロピーは、エネルギーや体積および粒子数

などの力学変数とは異なり、熱力学と統計力学を特徴づける唯一の本質的な変数である [24]。「孤

立系のエントロピーは増大する」とよく言われる。しかし、熱力学や平衡統計力学では、時々刻々

変化する非平衡状態のエントロピーを計算できず、局所平衡系を仮定してそれらを連結させるこ

とで近似的に見積もることができるのみである。また、非平衡熱力学でも、エントロピーを現象

論的に導入せざるを得ない [25]。上記の研究により、非平衡系におけるエントロピーの微視的表現

が得られ、また、それがどのような粗視化の下で定義できるかを明らかにできたと考えている。

本稿では、上記の研究成果を、理論系の修士課程大学院生を念頭において初歩から解説する。具

体的に考察するのは二体相互作用するBose/Fermi粒子系である。前提とする知識は、松原グリー

ン関数を用いた平衡状態の摂動展開とDyson方程式であるが、その要点はAppendixにまとめて

おく。非平衡摂動展開は、平衡状態の摂動展開に習熟していれば、ほんの少しの努力で理解可能

であると筆者は考える。まず、第 2章で、Keldyshグリーン関数を用いた非平衡摂動展開とその

Feynman則について簡潔に説明を行う。第 3章では、Keldyshグリーン関数のDyson方程式を出

発点として量子輸送方程式を導出し、さらにエントロピーの流れの式を導く。H 定理と平衡状態

への漸近についても言及する。第 4章では、導出した量子輸送方程式をさらに簡略化するための二

つの近似法、すなわち準粒子近似と準古典近似について説明する。量子輸送方程式と Boltzmann

方程式との関連もここで明らかになる。以上で本稿は一区切りをなし、第 5章からは個別に関連

する話題を扱う。第 5章では、電磁場中の荷電粒子系を考察し、ゲージ不変な量子輸送方程式の

導出を行う。第 6章では二体相関の計算法を議論する。第 7章「Φ微分近似と保存則」では、動的

現象を扱う際に重要となる様々な保存則を、Baymの Φ微分近似に基づいて考察する。第 8章で

は、量子輸送方程式と流体力学との関連について、希薄古典気体を例にとって説明する。第 9章

はまとめと今後の展望および課題について言及する。

Appendixでは、初学者を念頭において場の量子論の基本的事項について解説した。まず、Ap-

pendix Aでは、「多粒子系に対する第一量子化法と等価な記述法」としての第二量子化法について

説明する。Appendix Bでは、統計力学で重要となる密度行列の概念を導入し、平衡状態に対して

その具体形を求め、さらに第二量子化での表現を与える。Appendix Cでは、Bloch-de Domimicis

の定理の証明を与える。この証明により、定理の成立には大正準集団との仮定は不要であること

が明らかになる。Appendix DとFでは、松原グリーン関数を用いた熱平衡状態の摂動論を解説し

た。Appendix Dは熱力学ポテンシャルに対する摂動展開とそのFeynman則を扱う。Appendix E

では、松原グリーン関数に対する摂動展開を考察し、その一般的性質を明らかにする。Appendix F

では、繰り込まれた摂動展開 (あるいは自己無撞着摂動展開)を扱う。具体的には、Luttinger-Ward

による熱力学関数の表現 [22]を導出し、系の熱力学ポテンシャルが、松原グリーン関数の汎関数と

して書き下せることを示す。最後に、Appendix Gでは、Luttinger-Wardの汎関数を用いて、熱

平衡状態におけるエントロピーの表式を導出する。

本稿を読んだ読者に、一般には未だ充分に認識されているとは言い難い「量子輸送方程式を用

いた非平衡統計力学」の大きな可能性を感じ取っていただければ幸いである。
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2 非平衡摂動展開

この章では非平衡摂動展開の基礎的事項について説明する。特に、Feynman則やDyson方程式

について、松原グリーン関数を用いる平衡系の場合と比較しながら解説する。

2.1 Schrödinger表示とHeisenberg表示

通常、Schrödinger表示と Heisenberg表示は、時間依存のないハミルトニアンを使って議論さ

れる [8]。しかし、本稿で考察するのは時間発展のある系である。そこで、まず、ハミルトニアン

も時間変化するような場合について、Schrödinger表示と Heisenberg表示をきちんと定義してお

くことにする。

ハミルトニアン Ĥ(t)で記述される系を考える。第二量子化の表示を採用すると、そのSchrödinger

方程式は次のようになる。

ih̄
d|Ψ(t)〉

dt
= Ĥ(t)|Ψ(t)〉. (1)

第二量子化について不慣れな読者は、Appendix A、特に (223)式を参照されたい。この方程式は

次の形式解を持つ。

|Ψ(t)〉 = Û(t, t0)|Ψ(t0)〉. (2)

ただし、t0は初期時刻であり、また、Û(t, t0)は次式で定義されている。

Û(t, t0) ≡ 1 +
∞∑

n=1

(
− i

h̄

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnĤ(t1)Ĥ(t2) · · · Ĥ(tn)

= T exp
[
− i

h̄

∫ t

t0

Ĥ(t1) dt1

]
. (3a)

最後の表式に現れるTは、置換対称性を考慮して左から時間の大きい順に場の演算子を並べ変えるい

わゆるT 演算子である [8]。この Ûが実際にHeisenbergの運動方程式 ih̄dÛ(t, t0)/dt = Ĥ(t)Û(t, t0)

を満たすことは、(3a)式の第一番目の表式を微分することで簡単に示せる。一方、Û(t, t0)のエル

ミート共役演算子を Û†(t, t0)と表すと、その具体的表式は次のようになる。

Û†(t, t0) ≡ 1 +
∞∑

n=1

(
i

h̄

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnĤ(tn) · · · Ĥ(t2)Ĥ(t1)

= T a exp
[
− i

h̄

∫ t0

t
Ĥ(t1) dt1

]
. (3b)

ここで T aは、右から時間の大きい順に場の演算子を並べ変える操作を行う。Û†がHeisenbergの

運動方程式 −ih̄dÛ†(t, t0)/dt = Û†(t, t0)Ĥ(t)を満たすことは、第一番目の表式を微分すれば納得

できる。Û と Û†は以下の性質を持つ。

Û(t0, t0) = Û†(t0, t0) = 1, (4a)

Û(t, t1)Û(t1, t0) = Û(t, t0), (4b)

Û†(t, t0)Û(t, t0) = 1. (4c)
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t

図 1: 演算子の期待値の評価に現れる経路

(4b)式が成立することは、両辺が t = t1 で同じ値を持ち、かつ、tについての同じ一階微分方

程式を満たすことから分かる。一方、(4c)式は、等式が t = t0 で成立し、かつ、両辺の t微分

が共に 0となることから明らかである。(4c)式より Û†(t, t0) = [ Û(t, t0)]−1 がわかる。従って、

Û(t, t0)Û†(t, t0) = 1も成立することになる。

(2)式で初期時刻を t0 = −∞と選ぶと、演算子 Ôの |Ψ(t)〉についての期待値O(t)が、Û を用
いて以下のように表せる。

O(t) = 〈Ψ(t)|Ô|Ψ(t)〉 = 〈Ψ(−∞)|ÔH(t)|Ψ(−∞)〉, (5)

ÔH(t) ≡ Û†(t,−∞)ÔÛ(t,−∞). (6)

(5)式の最後の表式を右から左に見ていくと、次のように解釈できる。まず、−∞から tまで波動

関数を Û で時間発展させ、演算子 Ôを作用させた後、tから−∞まで Û† = Û−1で (逆)時間発展

させ、t = −∞での波動関数との内積を取る。この時間発展の経路は図 1のようにあらわすこと

ができる。ここで、行きと帰りの経路がそれぞれ時間軸の上下にあるのは、両者を明確に区別す

るという便宜上の理由からであり、実際の変化は実の時間軸上で行われることに注意しておく。

2.2 相互作用表示とKeldysh経路

ハミルトニアンが Ĥ(t) = Ĥ0(t)+Ĥ′(t)と二つの部分に分割できる場合を考える。そして、Ĥ0(t)

に対応する時間発展演算子を

Û0(t, t0) ≡ 1 +
∞∑

n=1

(
− i

h̄

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnĤ0(t1)Ĥ0(t2) · · · Ĥ0(tn), (7)

で導入する。Û0は運動方程式 ih̄dÛ0(t, t0)/dt = Ĥ0(t)Û0(t, t0)を満たす。次に、Û†
0 と Û を用いて、

演算子 Ŝ を次式で定義する。
Ŝ(t, t0) ≡ Û†

0(t, t0)Û(t, t0). (8)

この両辺に ih̄d/dtを作用させ、Û†
0 と Û の運動方程式および Û0(t, t0)Û†

0(t, t0) = 1を用いると、Ŝ
が次の微分方程式を満たすことを確認できる。

ih̄
dŜ(t, t0)

dt
= Ĥ′

I(t)Ŝ(t, t0). (9)

ここで、Ĥ′
I(t)は Ĥ′(t)の相互作用表示を意味し、具体的に次式で定義されている。

Ĥ′
I(t) ≡ Û†

0(t, t0)Ĥ′(t)Û0(t, t0). (10)
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C

図 2: Keldysh経路

(9)式は次の形式解を持つ。

Ŝ(t, t0) ≡ 1 +
∞∑

n=1

(
− i

h̄

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnĤ′
I(t1)Ĥ′

I(t2) · · · Ĥ′
I(tn). (11)

Û0と Ŝ が (4)式の Û と同じ性質を持つことは明らかである。
(8)式と Û†(t, t0) = Û−1(t, t0)より、Û(t, t0) = Û0(t, t0)Ŝ(t, t0)がわかる。この式を (5)式に代

入し、Ŝ†(t2, t1)Ŝ(t2, t1) = 1と 〈Ψ(−∞)|Ψ(−∞)〉 = 1を用いると、O(t)が次のように書き換えら

れる。

O(t) = 〈Ψ(−∞)|Ŝ†(t,−∞)ÔI(t)Ŝ(t,−∞)|Ψ(−∞)〉

=
〈Ψ(−∞)|Ŝ†(∞,−∞)Ŝ(∞, t)ÔI(t)Ŝ(t,−∞)|Ψ(−∞)〉

〈Ψ(−∞)|Ŝ†(∞,−∞)Ŝ(∞,−∞)|Ψ(−∞)〉

=
〈Ψ(−∞)|Ŝ†(t,−∞)ÔI(t)Ŝ†(∞, t)Ŝ(∞,−∞)|Ψ(−∞)〉

〈Ψ(−∞)|Ŝ†(∞,−∞)Ŝ(∞,−∞)|Ψ(−∞)〉
.

ここで、ÔI(t) ≡ Û†
0(t,−∞)ÔÛ0(t,−∞)である。第 2番目と 3番目の表式における時間発展は、

共に、t = −∞から∞に行って戻ってくる図 2の経路 C (Keldysh経路）上で行われている。そ

して、Ôを作用させる時刻 tは、第 2番目の式では往路にあるのに対し、3番目の式では復路にあ

る。しかし、どちらの表式を使っても同じ結果が得られる。従って、O(t)は次のようにも書ける。

O(t) =
〈Ψ(−∞)|TC ŜCÔI(t)|Ψ(−∞)〉

〈Ψ(−∞)|TC ŜC |Ψ(−∞)〉
. (12)

ただし、TC、置換対称性を考慮して右から経路C上の行程順に場の演算子を並べ替える演算子で

あり、ÔI(t)の時刻 tは往路と復路のどちらにあってもよく、また、ŜC は次式で定義されている。

ŜC ≡ TC exp
[
− i

h̄

∫
C
Ĥ′

I(t
C) dtC

]
. (13)

このようにして、平衡状態の松原グリーン関数を用いた摂動展開法 (Appendix D参照)で、積分

経路を虚時間上の区間 [0,−ih̄β] (β ≡ 1/kBT ; T は温度)から実時間上の往復経路Cに変えること

により、実時間摂動展開法が得られることが分かった。

2.3 ハミルトニアン

t0 = −∞において相互作用のない同種 Bose/Fermi粒子の集団を考える。そして、t > −∞に
おいて外場 U を印加すると共に相互作用を断熱的に加え、系を力学的に時間発展させる。時刻 t
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におけるハミルトニアンは次式で与えられる。

Ĥ(t) = Ĥ0(t) + Ĥinta(t). (14)

ここで、Ĥ0は外場 U を含む相互作用のないハミルトニアン、Ĥintは二体の粒子間相互作用、ま

た、a(t)は断熱因子であり、例えば階段関数 θ(t)を用いて a(t) ≡ θ(−t)e0+t+θ(t)で与えられる。

スピンの自由度は当面無視する。Ĥ0および Ĥintの具体形は、場の演算子 ψ̂(r)を用いる第二量子

化法で次のように表せる。

Ĥ0 =
∫

ψ̂†(r)
[

p̂2

2m
+ U(rt) − µ

]
ψ̂(r) d3r, (15a)

Ĥint =
1
2

∫
d3r1

∫
d3r′1 ψ̂†(r1)ψ̂†(r′1)V (r1−r′1)ψ̂(r′1)ψ̂(r1). (15b)

ただし、p̂、m、µは、それぞれ運動量演算子、粒子の質量、および化学ポテンシャルである。ま

た、V (r1−r′1)は相互作用ポテンシャルで、|r1−r′1| のみに依存し次のように Fourier変換できる

ものとする。

V (r) =
∫

d3p

(2πh̄)3
Vp eip·r/h̄. (16)

2.4 密度行列と演算子の期待値

系は t0 = −∞において大正準集団で表される温度 T の熱平衡状態にあったとする。その密度行

列 ρ̂0は、Ĥ0(−∞)の固有値Eν と固有ベクトル |Ψν(−∞)〉を用いて次のように表せる。

ρ̂0 = Z−1
∑

ν

e−Eν/kBT |Ψν(−∞)〉〈Ψν(−∞)|, Z ≡
∑

ν

e−Eν/kBT . (17)

この表現に不慣れな方はAppendix Bの (251)式を参照されたい。ただし、ここでのハミルトニア

ン (14)は最初から大正準集団を扱っていることに注意しておく。

時刻 t > −∞における演算子 Ôの期待値O(t)は、(12)式を初期の確率分布で平均することに

より、次のように表せる。

O(t) = 〈ÔH(t)〉 =
〈TC ŜCÔI(t)〉

〈TC ŜC〉
. (18)

ただし、〈· · · 〉は ρ̂0での期待値を意味する。初期状態が相互作用のない大正準集団であることか

ら、この期待値の計算には Bloch-de Dominicisの定理 [26]が適用できる (Bloch-de Dominicisの

定理についてはAppendix C参照)。従って、Ĥintの効果が (18)式の第二の表式を用いて摂動論的

に評価でき、ÔI(t)とつながった Feynman図形のみが期待値に寄与することになる。

本筋からは逸れるが、ここで次のことを指摘しておくのも有益であろう。Bloch-de Dominicis

の定理は、元来、相互作用のない大正準集団の期待値について証明された [26]。しかし、この前提

条件は緩和させることができる (詳しくは Appendix C参照)。このことを見るために、Ĥ0(−∞)
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を対角化する表示 Ĥ0(−∞) =
∑

k ξk ĉ
†
k ĉk (ξkは µから測った一粒子固有エネルギー)を用いて、ρ̂0

を次のように書き換える。

ρ̂0 =
∏
k

∑
nk

|nk〉pnk
k 〈nk|∑

nk

pnk
k

, |nk〉 =
(ĉ†k)

nk

√
nk!

|0〉. (19)

ここに、pk = e−ξk/kBT は、量子数 kで指定される一粒子状態に一個の粒子が存在する相対確率で

ある。次の恒等式が証明できる。

ĉ

∞∑
n=0

|n〉pn〈n| =
∞∑

n=0

(ĉ†)n−1

(n−1)!
|0〉pn〈0|ĉn = p

∞∑
n=0

(ĉ†)n

n!
|0〉pn〈0|ĉn+1 = p

∞∑
n=0

|n〉pn〈n|ĉ.

この恒等式とそのエルミート共役な式を用いると、(19)式の密度行列に対して

ĉkρ̂0 = pkρ̂0ĉk, ĉ†kρ̂0 =
1
pk

ρ̂0ĉ
†
k, (20)

が成り立つことを示せる。これらの p 6= e−ξk/kBT についても成立する恒等式を用いると、pkが正

値である任意の ρ̂0に関してBloch-de Dominicisの定理を証明できる [26]。従って、この定式化に

おいては、相互作用のない一般の非平衡初期分布から系を発展させることが可能である。

t > −∞に生じる二体相互作用による粒子間の散乱は、外場のない孤立系においては、ほとん
どすべての初期分布について、平均衝突時間程度の時間が経った後に熱平衡状態をもたらすと期

待される。このことは、Orbanと Bellemans [27]による古典的な分子動力学シミュレーションの

結果からも明らかであり、また実際にも、原子気体を用いたBose-Einstein凝縮の実験における蒸

発冷却の過程など [28]、広範囲に用いられている。そして、Boltzmannの観点では、多粒子系の

純力学的な時間発展において「圧倒的多数の初期状態が系に熱平衡分布をもたらす」というこの

事実こそが、時間の非可逆性の起源に他ならない [29]。また、この多粒子系における「圧倒的多数

の初期状態が巨視的に同じ時間発展をする」という事実は、孤立系の場合だけではなく、系が熱

浴と相互作用する場合にも成り立つであろう。

以下ではグリーン関数を用いた力学的な非平衡統計力学の定式化を行ってゆくが、そこでは、初

期条件の与えられた単一の力学系ではなく、分布関数と期待値を扱うことになる。そして、この分

布関数と期待値は、初期状態に関して平均操作を行った結果を表す、言い換えると、上記の圧倒

的多数の初期状態に関するものである、と理解するのが妥当であると筆者は考える。従って、こ

の定式化においては、系を純力学的に時間発展させるにも関わらず、必然的に「時間の矢」すな

わち「非可逆性」が現れる。また、温度の概念は定式化に不要で、それは、系が熱平衡状態に至っ

たときの分布関数の特徴として現れてくるのみである。
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2.5 グリーン関数とDyson方程式

以上の準備のもとに、(14)式の Ĥinta(t) ≡ Ĥ′(t)を摂動として系の時間発展を追う。そして、

(18)式を評価するために次のグリーン関数を導入する。

G(1C , 2C) ≡ − i

h̄
〈TC ψ̂H(1C)ψ̂†

H(2C)〉 = − i

h̄
〈TC ŜC ψ̂I(1C)ψ̂†

I (2
C)〉c. (21)

ここで、1C ≡ r1t
C
1 の上つき添え字 C は、演算子 ψ̂H(1C) ≡ Û†(tC1 ,−∞)ψ̂(r1)Û(tC1 ,−∞) と

ψ̂I(1C) ≡ Û†
0(tC1 ,−∞)ψ̂(r1)Û0(tC1 ,−∞) の ψ̂(r1) が往路と復路のいずれにあるかを区別する必

要から生じた。また、最後の式における下つき添え字 cは、外線とつながった Feynman図形のみ

からの寄与を意味する。以下では ψ̂Iと ψ̂†
I の添え字 Iを省略する。

C上の摂動展開は平衡状態の場合と同様に実行でき、ただ経路を松原形式の [0,−ih̄β]からCに

変化させれば良いだけである。従って、このグリーン関数は次のDyson方程式を満たす。(
ih̄

∂

∂tC1
− Ĥ

(0)
1

)
G(1C , 2C) −

∫
Σ(1C , 3C)G(3C , 2C) d3C = δ(1C , 2C). (22)

ただし、

Ĥ
(0)
1 ≡ p̂2

1

2m
+ U(1) − µ (23)

は (15a)式に現れる一体のハミルトニアンを表し、また、Σは自己エネルギーである。平衡状態の

摂動展開とDyson方程式についてはAppendix Dから Fを参照されたい。

2.6 Keldyshグリーン関数

次に、C 上で定義されたグリーン関数を、通常の時刻 −∞ < t < ∞を用いた形式に書き換え
る。そのために、まず、経路 C を往路 C1と復路 C2にわけ、C 上での積分を次のように表す。∫

C
dtC =

∫
C1

dt1 +
∫

C2

dt2 =
∫ ∞

−∞(C1)
dt1 −

∫ ∞

−∞(C2)
dt2. (24)

つぎに、1i ≡ r1t
i
1 (i = 1, 2)を導入して C1上と C2上の座標を区別し、Gij(1, 2) ≡ G(1i, 2j)を導

入する。そして、これらのグリーン関数を以下のように行列表示する。

Ǧ(1, 2) ≡

[
G11(1, 2) G12(1, 2)
G21(1, 2) G22(1, 2)

]
. (25)

本稿では、二つの経路 C1と C2の自由度に由来する 2 × 2行列を、一般に ˇをつけて表すことに

する。Ǧの各成分の具体形は下記の通りである。

G21(1, 2) = − i

h̄
〈ψ̂H(1)ψ̂†

H(2)〉, (26a)

G12(1, 2) = −σ
i

h̄
〈ψ̂†

H(2)ψ̂H(1)〉, σ =

{
+1 : Bose粒子
−1 : Fermi粒子

, (26b)

G11(1, 2) = − i

h̄

[
θ(t1−t2)〈ψ̂H(1)ψ̂†

H(2)〉 + θ(t2−t1)σ〈ψ̂†
H(2)ψ̂H(1)〉

]
= θ(t1−t2)G21(1, 2) + θ(t2−t1)G12(1, 2), (26c)

G22(1, 2) = θ(t2−t1)G21(1, 2) + θ(t1−t2)G12(1, 2). (26d)
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ただし、θは引数が負のときは 0で正のときは 1の値をとるいわゆる階段関数である。Kadanoff-

Baymの表記では、G12とG21はそれぞれG<およびG>と表される [6]。各成分には次の性質が

ある。

[G12(1, 2)]∗ = −G12(2, 1), [G21(1, 2)]∗ = −G21(2, 1), [G11(1, 2)]∗ = −G22(2, 1), (27a)

G11(1, 2) + G22(1, 2) = G12(1, 2) + G21(1, 2). (27b)

(27)式の対称性は、Ǧを用いて次のように簡潔に表すことができる。

Ǧ(1, 2) = −τ̌1Ǧ
†(2, 1)τ̌1, Tr Ǧ(1, 2) = Tr τ̌1Ǧ(1, 2). (28)

ただし、τ̌i (i = 1, 2, 3)は Pauli行列である。同様に、Σij(1, 2) ≡ Σ(1i, 2j)から次の自己エネル

ギー行列を構成できる。

Σ̌(1, 2) ≡

[
Σ11(1, 2) Σ12(1, 2)
Σ21(1, 2) Σ22(1, 2)

]
. (29)

Ǧおよび Σ̌を用いてDyson方程式 (22)を書き換えると以下のようになる。(
ih̄

∂

∂t1
− Ĥ

(0)
1

)
Ǧ(1, 2) −

∫
Σ̌(1, 3)τ̌3Ǧ(3, 2) d3 = τ̌3δ(1, 2). (30)

ここで、Ǧと Σ̌の間の τ̌3は次の変形から出てくる。∫
C

Σ(1i, 3C)G(3C , 2j) d3C =
∫

d3r3

∫ ∞

−∞
dt3

[
Σi1(1, 3)G1j(3, 2) − Σi2(1, 3)G2j(3, 2)

]
.

また、(30)式右辺の τ̌3は、(26c)式と (26d)式で階段関数の引数が逆符号であることに由来する。

(30)式を積分形で表すと次のようになる。

Ǧ(1, 2) = Ǧ(0)(1, 2) +
∫

d3
∫

d4 Ǧ(0)(1, 3)τ̌3Σ̌(3, 4)τ̌3Ǧ(4, 2). (31)

ただし、Ǧ(0)は次式で定義されている。

Ǧ(0)(1, 2) ≡
(

ih̄
∂

∂t1
− Ĥ

(0)
1

)−1

δ(1, 2)τ̌3. (32)

2.7 摂動展開のFeynman則

次に、摂動展開の Feynman則を具体的に書き下す。そのために、(24)式の変形を用いて、(13)

式の ŜC を下記のように表す。

ŜC = TC exp

[
− i

h̄

2∑
i=1

(−1)i−1

∫ ∞

−∞
dti1 Ĥ′

I(t
i
1)

]

= TC exp

[
− i

2h̄

∫
d1

∫
d2

2∑
i=1

(−1)i−1V̄ (1 − 2)ψ̂†(1i)ψ̂†(2i)ψ̂(2i)ψ̂(1i)

]
. (33)
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1 2

図 3: 二体相互作用を表す Feynman図形

第二の表式に現れる V̄ は

V̄ (1 − 2) ≡ δ(t1 − t2)V (r1 − r2) (34)

で定義されている。また、場の演算子以外の引数については、往路と復路を区別する上付き添え

字 i = 1, 2 が不要であるので省略している。この相互作用は図 3の Feynman図形で視覚的に表す

ことができる。ここで、波線は V̄ に対応し、また入ってくる（出てゆく）直線は ψ̂ (ψ̂†)を表す。

(33)の表式を、熱力学的摂動論に現れる次の S行列 [6, 26]と比較する (Appendix D参照)。

ŜM(β, 0) ≡ Tτ exp
[
−1

2

∫
d1

∫
d2 V̄ (1 − 2)ψ̂†(1)ψ̂†(2)ψ̂(2)ψ̂(1)

]
, 1 ≡ r1τ1 (0 ≤ τ1 ≤ β).

すると、本質的な違いは、相互作用ポテンシャル−V̄ (1− 2)を持つ経路C2からの余分の寄与であ

ることに気づく。従って、この経路からの寄与をつけ加えるという変更のみで実時間上の摂動展

開が実行できる。以上の考察により、グリーン関数に対する n次摂動 (n = 1, 2, · · · )の Feynman

則は、下記のようにまとめることができる。

(a) 外線とつながった n次の図形をすべて描く。

(b) 各々の図形に次の因子を関連づける。

(ih̄)nσn`

2nn!
. (35)

ここで n` は閉じた粒子線の数を表す。また、因子 (ih̄)n は、(33)式の展開による (−i/h̄)n

に、n次摂動項を 2n個のグリーン関数で表す際に現れる (21)式の−i/h̄を打ち消すための

因子 (ih̄)2nを掛けることで生じた。

(c) 1iに 2j から到着する粒子線にGij(0)(1, 2)を対応づける。

(d) もしGii(0)における二つの時刻が等しければ、i = 1, 2の場合に対し、それぞれG11(0)(1, 1+)

とG22(0)(1+, 1)を対応づける。ここで 1+の添え字+は、1+の時刻 t1+が t1より無限小だ

け大きいことを意味する。この規則は、(15b)式の Ĥintにおいて、ψ̂†が ψ̂の左に位置する

ことに由来する [26]。

(e) すべての内部変数について積分もしくは和を実行する。その際、ポテンシャル−V̄ をもつ経

路 C2からの寄与も考慮する。

(f) スピン自由度の影響は、スピンの大きさを Sとして、個々の閉じた粒子線の寄与を 2S+1倍

することで取り入れることができる。
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1 1 1’1’2 2’2

2’

図 4: Ǧに寄与する 1次の Feynman図形

なお、(35)式における因子 1
2nn! は、グリーン関数の場合、トポロジー的に同等な図形の数の全部

あるいは一部と相殺して消えることに注意しておく。

例を挙げよう。Gii′(1, 1′)に寄与する 1次の Feynman図形でトポロジー的に異なるものを描く

と図 4のようになる。内部変数 2 ↔ 2′の置き換えをしたものも同じ寄与を与え、上記 Feynman

則 (b)から生じる因子 1/21を相殺する。また、摂動にCj (j = 1, 2)という二つの経路からの寄与

があることを考慮すると、対応する解析的表現が次式のように得られる。

Gii′(1)(1, 1′) = ih̄
2∑

j=1

∫
d2

∫
d2′ (−1)j−1V̄ (2−2′)

{
σGij(0)(1, 2)Gjj(0)(2′, 2′)Gji′(0)(2, 1′)

+Gij(0)(1, 2)Gjj(0)(2, 2′)Gji′(0)(2′, 1′)
}
. (36)

(36)式と (31)式を比較すると、1次の自己エネルギーの表式が次のように得られる。

Σjj′(1)(1, 1′) = δjj′(−1)j−1ih̄

[
δ(1, 1′)

∫
d2 V̄ (1−2)σGjj(0)(2, 2) + V̄ (1−1′)Gjj(0)(1, 1′)

]
. (37a)

このように 1次の自己エネルギーは対角行列である。さらに、上記の Feynman則 (d)を考慮して

G11(1, 1′) → G11(1, 1′+) = G12(1, 1′) およびG22(1, 1′) → G22(1+, 1′) = G12(1, 1′)の置き換えを行

うと、1次の自己エネルギー行列 Σ̌(1)が最終的に次のように書けることが分かる。

Σ̌(1)(1, 1′) = τ̌3ΣHF(1)(1, 1′), (37b)

ΣHF(1)(1, 1′) ≡ σδ(1, 1′)
∫

d2 V̄ (1−2)ih̄G12(0)(2, 2) + V̄ (1−1′)ih̄G12(0)(1, 1′). (38)

Feynman則を用いた摂動展開のもう一つの例は次節で扱う。

2.8 Φ微分近似 (保存近似)

グリーン関数を用いた摂動展開では様々な近似法が考案されている。ここではその中から特に、

Baymにより導入されたΦ微分近似 (保存近似) [11]について説明し、Feynman図形を使った摂動

展開のさらなる例も示すことにする。

まず、Gij の汎関数 Φを、(33)式を用いて以下のように定義する。

Φ ≡
[
〈ŜC〉c − 1

]
skeleton,Gij(0)→Gij . (39)

ここで、添え字 cと skeletonは、つながった Feynman図形のなかで更に自己エネルギー補正のな

い骨格 Feynman図形のみを考慮することを意味し、また、Gij(0) → Gij は、摂動展開を行った後
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の表式において、非摂動グリーン関数Gij(0)を繰り込まれたグリーン関数Gijで置き換えることを

表す。平衡状態における繰り込まれた摂動展開に関しては、Appendix Fを参照されたい。摂動展

開の Feynman則はグリーン関数の場合と全く同じである。この汎関数Φは、平衡状態において、

LuttingerとWardにより最初に導入された [22] (Luttinger-Ward汎関数の詳細と導出についても

Appendix F参照)。ただし、ここでの表式は、彼らのものと較べ、積分経路と定数係数に違いが

あることに注意しておく。LuttingerとWardは、平衡状態の熱力学関数を繰り込まれたグリーン

関数の汎関数として表すことを目指して研究し、その中でこの汎関数に行き着いたのである。正

確な自己エネルギーは、この Φと次の関係式で結ばれている。

Σii′(1, 1′) = σ(−1)i+i′ δΦ
δGi′i(1′, 1)

. (40)

右辺に係数 σがあるのは、Σii′ における閉じた粒子線の数が Φと較べて一つ減ることによる。ま

た、因子 (−1)i+i′ は、(31)式の Σ̌の左右に τ̌3があることに由来する。(28)式と (40)式から、Σ̌

が次の対称性を持つことがわかる。

Σ̌(1, 2) = −τ̌1Σ̌†(2, 1)τ̌1. (41)

さて、Φ微分近似あるいは保存近似とは、Φの摂動展開に現れる無限個のFeynman図形から一

部のみを残して近似し、その Φを用いて (30)式と (40)式でグリーン関数と自己エネルギーを自

己無撞着に決める近似のことをいう。この近似の利点は下記の通りである。

(a) Feynman図形をすべて考慮すると正確になる。従って、厳密な理論と同じ構造を持つ。

(b) 様々な動的保存則を自動的に満足する (以下の第 7章参照)。

(c) vertex correctionsも自動的に入ってくる。

(d) この近似で二粒子相関やより高次の相関も計算できる (以下の第 6章参照)。

以下、Φに対する低次の寄与と、それから得られる Σ̌の表式を書き下す。Feynman則はグリー

ン関数の場合と全く同じである。まず、Φに対する 1次の Feynman図形の中で、トポロジー的に

異なるものは図 5の二つである。ただし、ここでは座標変数と矢印を省略し、また、繰り込まれ

たグリーン関数 Ǧを太い実線で表した。対応する Φの解析的表現は次式で与えられる。

Φ(1) =
ih̄

2

2∑
i=1

(−1)i−1

∫
d1

∫
d1′ V̄ (1−1′)

[
Gii(1, 1)Gii(1′, 1′) + σGii(1, 1′)Gii(1′, 1)

]
. (42)

図 5: Φに寄与する 1次の骨格 Feynman図形
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図 6: Φに寄与する 2次の骨格 Feynman図形

この表式をグリーン関数の 1次摂動である (36)式と較べると、その特徴の一つとして、係数に因

子 1/2があることが挙げられる。一般に、Φの n次摂動項では、因子 1/2nあるいはその一部が相

殺されずに残ってくる。このΦ(1)から (40)式の操作により 1次の自己エネルギーが得られる。そ

の表式は、(37a)式の右辺でGjj(0) → Gjj としたものに一致することが容易に確かめられる。

次に、Φに対する 2次の寄与を考察しよう。トポロジー的に異なる Feynman図形として図 6の

二つがある。対応する Φの解析的表現は次式で与えられる。

Φ(2) =
(ih̄)2

4

2∑
i,j=1

(−1)i+j−2

∫
d1

∫
d1′

∫
d2

∫
d2′ V̄ (1−1′)V̄ (2−2′)

×
[
Gij(1, 2)Gji(2, 1)Gij(1′, 2′)Gji(2′, 1′) + σGij(1, 2)Gji(2, 1′)Gij(1′, 2′)Gji(2′, 1)

]
. (43)

2次の自己エネルギーは、この Φ(2)から、(40)式の操作により次のように得られる。

Σij(2)(1, 2) = σ(ih̄)2
∫

d1′
∫

d2′ V̄ (1−1′)V̄ (2−2′)
[
Gij(1, 2)Gij(1′, 2′)Gji(2′, 1′)

+σGij(1, 2′)Gji(2′, 1′)Gij(1′, 2)
]
. (44)

この自己エネルギーの対角成分Σ11(2)とΣ22(2)の右辺に (26c)式と (26d)式を代入し、結果をΣ12(2)

とΣ21(2)の表式と比較しよう。すると、グリーン関数の成分間の関係式である (26c)式および (26d)

式が、2次の自己エネルギーの成分間においても成立することが簡単に示せる。この Σ̌(2)の対称

性は高次項まで成立する一般的性質である。従って、Φ微分近似 (および厳密な理論)における自

己エネルギーの対角成分は、非対角成分を用いて以下のように表せる。

Σ11(1, 1′) = ΣHF(1, 1′) + θ(t′1−t1)Σ12(1, 1′) + θ(t1−t′1)Σ
21(1, 1′), (45a)

Σ22(1, 1′) = −ΣHF(1, 1′) + θ(t1−t′1)Σ
12(1, 1′) + θ(t′1−t1)Σ21(1, 1′). (45b)

ここでΣHFは、(38)式でGjj(0) → Gjjの置き換えを行ったもの、すなわち繰り込まれたHartree-

Fockの自己エネルギーで、具体的に次式で与えられる。

ΣHF(1, 1′) ≡ σδ(1, 1′)
∫

d2 V̄ (1−2)ih̄G12(2, 2) + V̄ (1−1′)ih̄G12(1, 1′). (46)

2.9 Keldysh変換

行列グリーン関数 (25)やDyson方程式 (30)の構造を明瞭にするには、Ǧに次のKeldysh変換

を施すと良い [13, 15, 30]。

ǦK(1, 2) ≡ Ľτ̌3Ǧ(1, 2)Ľ† =

[
GR GK

0 GA

]
, Ľ ≡ 1√

2
(1̌ − iτ̌2) =

1√
2

[
1 −1
1 1

]
. (47)
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ここで 1̌は 2 × 2の単位行列である。変形の際には (27b)式を使った。GR,K,Aは次式で定義され

ている。

GR(1, 2) ≡ G11(1, 2) − G12(1, 2) = θ(t1 − t2)
[
G21(1, 2) − G12(1, 2)

]
, (48a)

GA(1, 2) ≡ −
[
G22(1, 2) − G12(1, 2)

]
= −θ(t2 − t1)

[
G21(1, 2) − G12(1, 2)

]
, (48b)

GK(1, 2) ≡ G12(1, 2) + G21(1, 2) = − i

h̄
〈ψ̂H(1)ψ̂†

H(2) + σψ̂†
H(2)ψ̂H(1)〉. (48c)

GRとGAは、それぞれ、遅延グリーン関数と先進グリーン関数に他ならない [8, 26]。(27a)式を

用いると、GR,K,Aが次の対称性を持つことを示せる。

[GR(1, 2)]∗ = GA(2, 1), [GK(1, 2)]∗ = −GK(2, 1). (49)

この対称性は ǦKを用いて次のようにも表せる。

ǦK(1, 2) = τ̌2Ǧ
K†(2, 1)τ̌2. (50)

(29)式の自己エネルギー行列にも同じ変換を施しておくと便利である。

Σ̌K(1, 2) ≡ Ľτ̌3Σ̌(1, 2)Ľ† =

[
ΣR(1, 2) ΣK(1, 2)

0 ΣA(1, 2)

]
. (51)

ここで、変換後の成分 ΣR,A,Kは、(45)式より次のように得られる。

ΣR(1, 2) = Σ11(1, 2) − Σ12(1, 2) = ΣHF(1, 2) + θ(t1 − t2)
[
Σ21(1, 2) − Σ12(1, 2)

]
, (52a)

ΣA(1, 2) = −
[
Σ22(1, 2) − Σ12(1, 2)

]
= ΣHF(1, 2) − θ(t2 − t1)

[
Σ21(1, 2) − Σ12(1, 2)

]
, (52b)

ΣK(1, 2) = Σ12(1, 2) + Σ21(1, 2). (52c)

(41)式より、Σ̌Kも次の関係式を満たすことが分かる。

Σ̌K(1, 2) = τ̌2Σ̌K†(2, 1)τ̌2. (53)

以上で準備が整ったので、(30)式のDyson方程式をKeldysh変換を用いて書き換える。(30)式

の左右からそれぞれ Ľτ̌3と Ľ† を掛け、ĽĽ†=1̌を用いる。すると、ǦKについてのDyson方程式

が次式のように得られる。(
ih̄

∂

∂t1
− Ĥ

(0)
1

)
ǦK(1, 2) −

∫
Σ̌K(1, 3)ǦK(3, 2) d3 = 1̌δ(1, 2). (54)

(47)式と (51)式より明らかなように、この方程式は上三角行列の形をしており、また、(50)式と

(53)式に対応した対称性を持つ。このように、Keldysh変換は Dyson方程式を見通しよくする。

しかし、摂動計算はあくまで (25)式のグリーン関数を用いて行う必要があることに注意しておく。

最後に、ここで用いた変換 (47)は Larkinと Ovchinnikovが 1975年に用いたものであり [30]、

Keldyshの原論文 [13]のものとは異なることを指摘しておく。しかし、物理的内容は当然両者で

同じである。また、Larkin-Ovchinnikovによる変換のほうがより簡便でよく使われている [15]。
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3 量子輸送方程式と非平衡エントロピー

自己エネルギーの式 (40)と Dyson方程式 (54)は Ǧに対する閉じた方程式系を構成している。

そして、これらを自己無撞着に解くことで、系の時間発展を記述することが原理的に可能である。

しかし、量子ドット系や接合系などの有限系を除くと、これらの方程式を一般の非平衡系に適用

して解くことは最新の計算機をもってしても不可能であろうし、また、たとえそのような解が求

まったとしても、非平衡系に対する物理的理解が深まるとは限らない。

そこで、Dyson方程式 (54)をより簡略化し、バルクの非平衡系に適用できるようにすることを

考える。このための標準的な処方箋は、Dyson方程式をWigner表示に変換し、その際に現れる

重心座標に関する勾配展開を低次で打ち切る近似を採用することである。このようにして導かれ

た量子輸送方程式は、希薄高温極限でBoltzmann方程式に簡略化され、また、平衡状態において

遅延グリーン関数に対するDyson方程式に帰着する。つまり、静的な平衡統計力学を時間発展の

ある非平衡系に拡張したものになっている。さらに、この量子輸送方程式はエントロピーの流れ

も内包し、非平衡系におけるエントロピーの微視的表式を得ることも可能になる。つまり、エン

トロピーの概念がどのような条件下・粗視化のもとで成立するかも明らかになるのである。以下

ではこの事情を文献 [18, 21]に従って具体的に見てゆく。

3.1 Wigner表示

Wigner表示は、古典統計力学への量子補正を考察するために、Wignerにより 1932年に導入

された [31, 33]。この表示は、古典統計力学における位相空間の概念を量子力学に拡張したものと

みなすことができ、Weylの量子化手続き [32]とも深い関連を持つ。さらに、1949年Moyalは、

Wigner表示を用いて、量子力学の位相空間における確率論的な定式化を行っている [34]。このよ

うに、Wigner表示は量子力学の基礎づけや古典力学との関連の解明に大きな役割を果たしてきた。

それだけでなく、以下に見るように、輸送方程式の微視的導出の際にも必要不可欠な手段となっ

ている。

具体的にグリーン関数 Ǧ(1, 2)を例にとると、そのWigner表示 Ǧ(pε, rt)は次式で定義される。

Ǧ(1, 2) =
∫

d3p dε

(2πh̄)4
Ǧ(pε, r12t12) ei(p·r̄12−εt̄12)/h̄. (55)

ここで r12≡(r1+r2)/2、t12≡(t1+t2)/2、r̄12≡r1−r2、および t̄12≡ t1−t2である。便宜上、同じ

記号 Ǧを用いたが、Ǧ(1, 2)と Ǧ(pε, r12t12)は関数形が異なることに注意しておく。以下では、引

数のない Ǧは Ǧ(pε, rt)を表すものとする。なお、Wignerが 1932年に導入した関数は、この表式

で左辺に t依存性がない場合であり、pと rを引数として持つその場合のWigner表示は、Wigner

準確率分布 (Wigner quasi-probability distribution)と呼ばれる。

さて、(26)式からも明らかなように、Ǧ(1, 2)の独立成分はG12(1, 2)とG21(1, 2)である。ここ

で、それらのWigner表示を、別の二つの独立関数を用いて書き換えておくと便利である。まず、
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スペクトル関数Aを次式で導入する。

A(1, 2) ≡ i
[
G21(1, 2) − G12(1, 2)

]
=

1
h̄
〈ψ̂H(1)ψ̂†

H(2)− σψ̂†
H(2)ψ̂H(1)〉. (56)

対称性 A∗(1, 2) = A(2, 1)と生成消滅演算子の交換関係から、A(1, 2)のWigner表示 A(pε, rt)が

次の性質を持つことがわかる。

A∗(pε, rt) = A(pε, rt),
∫ ∞

−∞

dε

2π
A(pε, rt) = 1. (57)

このAは、松原グリーン関数の Lehmann表示に現れるスペクトル関数 [8, 26] (Appendix E.2参

照)を、非平衡系に一般化したものになっている。次に、分布関数 φをWigner表示で以下のよう

に定義する。

φ(pε, r12t12) ≡

∫ ∞

−∞
dt̄12

∫
d3r̄12

1
h̄
〈ψ̂†

H(2)ψ̂H(1)〉e−i(p·r̄12−εt̄12)/h̄

A(pε, r12t12)
= φ∗(pε, r12t12). (58)

後に見るように、平衡状態においては、φ(pε, rt)は Bose/Fermi分布関数 f(ε) = (eε/kBT − σ)−1

に移行する。Aと φは、G12とG21に代わる Ǧの独立関数とみなせる。Kadanoff-Baymに始まる

従来の輸送方程式の研究では、準粒子近似等を採用して Aの自由度を積分し、φのみの方程式が

導出された。しかし、準粒子近似が成り立たない系も多い。また、上記の積分操作により、エネ

ルギー準位の離散化や状態密度の変化に付随する効果が記述できなくなる。ここでの輸送方程式

導出では、Aの自由度もそのまま残すことにする。このことは、解くべき方程式の構造や平衡状

態の定式化との関連を明確にするのにも役立つ。

Aと φにより Ǧは完全に記述できる。実際、(26b)式と (56)式および (58)式より、G12とG21

が次のように表せることがわかる。

G12(pε, rt) = −iσA(pε, rt)φ(pε, rt), (59a)

G21(pε, rt) = −iA(pε, rt)[1 + σφ(pε, rt)]. (59b)

また、(48)式のWigner表示も、Aと φを用いて以下のように表現できる。

GR(pε, rt) = [GA(pε, rt)]∗ =
∫ ∞

−∞

dε′

2π

A(pε′, rt)
ε+ − ε′

, (60a)

GK(pε, rt) = −iA(pε, rt)[1 + 2σφ(pε, rt)]. (60b)

ただし ε+ ≡ ε + i0+。このように、GRとGAがスペクトル関数のみで表現されるのに対し、ǦK

には分布関数 φの情報も含まれる。

自己エネルギーに関しても同様の書き換えが可能である。Σ̌(1, 2) の独立成分は Σ12(1, 2) と

Σ21(1, 2)である。実際、対角成分 Σ11(1, 2)と Σ22(1, 2)は (45)式のように書くことができる。そ

こで、Σ12(1, 2)と Σ21(1, 2)のWigner表示を、Ǧに倣って以下のように表すことにする。

Σ12(pε, rt) = −iσAΣ(pε, rt)φΣ(pε, rt), (61a)

19



Σ21(pε, rt) = −iAΣ(pε, rt)[1 + σφΣ(pε, rt)]. (61b)

ここでAΣと φΣは二つの独立関数である。すると、(52)式と (46)式より、Keldysh変換後の Σ̌K

の成分が、次のように表現できることがわかる。

ΣR(pε, rt) = [ΣA(pε, rt)]∗ = ΣHF(p, rt) +
∫ ∞

−∞

dε′

2π

AΣ(pε′, rt)
ε+ − ε′

, (62a)

ΣK(pε, rt) = −iAΣ(pε, rt)[1 + 2σφΣ(pε, rt)]. (62b)

最後に、(54)式の微分演算子も、右からδ(1, 3)をかけることで行列G−1
0 (1, 3) ≡ (ih̄∂t1−Ĥ

(0)
1 )δ(1, 3)

と見なすことができる。そのWigner表示は次の表現を持つ。

G−1
0 (pε, rt) ≡ ε − p2

2m
− U(rt) + µ. (63)

3.2 Moyal積と勾配展開

前節で (55)式によりWigner表示を導入した。その左辺の関数 Ǧ(1, 2)は 1と 2を足とする行列

とも見なせる。この観点からは、Dyson方程式 (54)における自己エネルギー項が、行列の積に他な

らないことに気づく。そこで、Dyson方程式をWigner表示に変換する際に、「行列の積のWigner

表示がどのような表現をもつか」という問題が生じる。その解答は、C(1, 2)とD(1, 2)を二つの

任意行列として、下記のように与えられる。∫
C(1, 3)D(3, 2) d3 =

∫
d3p dε

(2πh̄)4
C(pε, r12t12) ∗ D(pε, r12t12) ei(p·r̄12−εt̄12)/h̄. (64)

ここで、演算子 ∗は、∂r≡∂/∂r や ∂t≡∂/∂t等を用いて次式で定義されている。

C(pε, rt) ∗ D(pε, rt) ≡ C(pε, rt) exp
[

ih̄

2

(←−
∂ r ·

−→
∂ p −

←−
∂ t

−→
∂ ε −

←−
∂ p ·

−→
∂ r +

←−
∂ ε

−→
∂ t

)]
D(pε, rt).

(65)

ただし、微分演算子上の左右の矢印は、それぞれ左および右の関数に作用することを意味している。

(64)式はGroenewold (1946年)とMoyal (1949年)により独立に導出された [35, 34]。Groenewold

の導出が先であるが、(65)式は一般にMoyal積の名前で呼ばれている。

恒等式 (64)は次のように証明できる。まず、左辺のC(1, 3)とD(3, 2)をWigner表示で表現し、

重心座標 r13t13と r32t32を、f(r13) = f(r12 + 1
2 r̄32) = exp

[
1
2 r̄32 ·∂r12

]
f(r12)のように r12t12から

Taylor展開する。その結果現れる相対座標 r̄32t̄32と r̄13t̄13を、r̄13 eip·r̄13/h̄ = −ih̄ ∂
∂peip·r̄13/h̄等を

用いて消去したのち、pεに関する部分積分を実行する。最後に変数 3 についての積分を行う。

(65)式の指数関数を展開して 1次まで残すと、Moyal積に対する次の近似式を得る。

C∗D ≈ CD +
ih̄

2
{C,D}. (66)

ただし、{C,D}は、次の一般化された Poisson括弧式である。

{C,D} ≡ ∂C

∂r
· ∂D

∂p
− ∂C

∂t

∂D

∂ε
− ∂C

∂p
· ∂D

∂r
+

∂C

∂ε

∂D

∂t
. (67)
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この近似は 1次の勾配展開とも呼ばれる。それが良い精度で成り立つのは、系に特有の微視的な

長さ lmと時間 tmが、系の不均一性を特徴づける巨視的な長さ lMと時間 tMに較べて小さい場合

である。例えば、Fermi波数 kFと Fermiエネルギー εFをもつ低温の Fermi粒子系の場合、微視

的な長さと時間はそれぞれ lm ∼ 1/kFおよび tm ∼ h̄/εFで与えられる。また、古典気体の場合に

それらに相当するものは、それぞれ粒子間の平均距離および h̄/kBT となるであろう。これらのス

ケールと較べてゆっくりとした時空変化の場合には、(67)式が良い近似となる。そして、この条

件は、非常に広範囲の非平衡系において満たされている。

3.3 量子輸送方程式

以上の準備に基づいて、いよいよ量子輸送方程式を導くことにする。まず、Dyson方程式 (54)

をWigner表示に変換しよう。その際、(54)式の第一項を、(63)式の上で述べたようにして、行

列の積に書き換えておくと便利である。すると、方程式の左辺全体に (66)式が適用でき、Wigner

表示のDyson方程式が

(G−1
0 1̌ − Σ̌K) ∗ ǦK = 1̌, (68)

と得られる。ここで、G−1
0 は (63)式で定義されている。

次に、(68)式に (66)式の近似を適用する。(47)式と (51)式を考慮し、その 11成分を具体的に

書き下すと、次のようになる。

(G−1
0 −ΣR)GR +

ih̄

2
{G−1

0 −ΣR, GR} = 1. (69a)

この式で添え字の置き換えR→Aを行ったものは、(68)式の 22成分に他ならない。その複素共役

をとり、GA∗ = GRの関係に注意すると、上式は以下のようにも書き換えられる。

(G−1
0 −ΣR)GR − ih̄

2
{G−1

0 −ΣR, GR} = 1. (69b)

この方程式は、右Dyson方程式 ǦK ∗ (G−1
0 1̌− Σ̌K) = 1̌ の 11成分からも直接導かれる。ここで上

の二式を加え合わせると、以下の方程式を得る。

GR = (G−1
0 − ΣR)−1. (70)

(60a)式を思い起こすと、この式が、与えられたΣRに対し、スペクトル関数Aを決定する方程式

であることがわかる。

(70)式は (69a)式と (69b)式を加え合わせることにより得られた。しかし、(69a)式と (69b)式

のおおもとである (54)式の 11成分と 22成分は、複素共役の関係にあり、数学的に全く同等であ

る。そこで、この同等性が、1次の勾配展開後の結果である (69a)式と (69b)式においても保たれ

ているか否かが問題になる。Ivanovら [18]により提起されたこの問いに答えるために、(69a)式

と (69b)式の差をとって (70)式を代入すると、次のようになる。

0 = {(GR)−1, GR} = −(GR)−2{GR, GR}.
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この式は {GR, GR} = 0の恒等式である。従って (69a)式と (69b)式は確かに同等であることが

チェックできた。また、以上の考察により、(70)式で決まる GR が、勾配展開の 1次までのオー

ダーで正しい表式であることが分かった。

次に (68)式の 12成分に注目し、1次の勾配展開を行うと、次の方程式を得る。

(G−1
0 −ΣR)GK − ΣKGA +

ih̄

2
{G−1

0 −ΣR, GK} − ih̄

2
{ΣK, GA} = 0. (71a)

その複素共役をとり、(60)式と (62)式を考慮すると、上式が次のようにも表せることがわかる。

−(G−1
0 −ΣA)GK + ΣKGR +

ih̄

2
{G−1

0 −ΣA, GK} − ih̄

2
{ΣK, GR} = 0. (71b)

この方程式は、また、右Dyson方程式 ǦK ∗ (G−1
0 1̌− Σ̌K) = 1̌ の 12成分からも直接導かれる。上

の二式の和をとり、(60)式と (62)式を考慮し、最後に Im{G−1
0 −ΣR, GR}=0を用いる。すると、

以下の方程式が得られる。

{G−1
0 −ReΣR, Aφ} − {AΣφΣ, ReGR} =

AAΣ(φΣ − φ)
h̄

.

この式の左辺はすべて時空微分項で、勾配展開において 1次のオーダーである。従って、右辺の

φΣ−φも 1次のオーダーの微小量である。この右辺は、後に見るように衝突積分とみなすことがで

き、平衡状態では 0となることを示せる (3.6節参照)。以上の考察から、勾配展開の 1次のオーダー

では、左辺の φΣを φで置き換えるのが妥当であることが分かる (Botermans-Malfliet近似 [19])。

この置き換えにより、上式は次のようになる。

{G−1
0 −ReΣR, Aφ} − {AΣφ,ReGR} = C. (72)

ただし、Cは以下のように定義された衝突積分である。

C ≡ AAΣ(φΣ − φ)
h̄

= −σ
G21Σ12 − G12Σ21

h̄
. (73)

方程式 (72)は、与えられたAと自己エネルギーに対し、φを決める方程式とみなせる。

最後に、(71a)式と (71b)式の同等性をチェックするため、それらの差をとる。すると、(72)式

を導いたのと同じ手続きにより、次式が得られる。

{AΣφ,A} − {AΣ, Aφ}
4

=
AΣφΣReGR − (G−1

0 −ReΣR)Aφ

h̄
.

この方程式は (72)式と等価である。実際、この式に AΣ/(G−1
0 −ReΣR) をかけることにより (72)

式が得られる。これを見るためには、(70)式を用いてReGRとA = −2ImGRをM ≡G−1
0 −ReΣR

と AΣ ≡−2ImΣRで表し、見かけが異なる二つの方程式に代入すればよい。このようにして、微

分項において φΣ→φ の置き換えを行う操作により、(71a)式と (71b)式の同等性が回復されるこ

とがわかった。

(70)式と (72)式は、二つの未知関数Aと φを決定する閉じた方程式系を構成する。これらの方

程式で φ → f(ε) ≡ (eε/kBT − σ)−1の操作を行うと、分布関数の時空微分項がなくなると共に衝突
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積分が消えて (3.6節参照)、(72)式が 0 = 0の自明な式となる。また、(70)式は熱平衡状態の遅延

グリーン関数に対するDyson方程式に移行する。このように、(70)式と (72)式は平衡統計力学の

非平衡系への自然な拡張になっており、一粒子分布関数 φを決める方程式が新たにつけ加わった。

これらの方程式を解くことにより、非平衡系の時間発展を記述することが可能である。

3.4 自己エネルギーに対する近似法

1次の勾配展開に現れる自己エネルギーは、時空微分項を無視するいわゆる局所近似で評価する

のが妥当である。実際、局所近似の ΣRを用いた (70)式は、勾配展開の 1次のオーダーまで正し

い表式である。また、(72)式は、それ自体が勾配展開で 1次のオーダーの方程式であり、そこに

現れる自己エネルギーは、局所近似で評価すべきである。

局所近似での自己エネルギーの表式を、2次摂動までのΦ微分近似で書き下しておく。(16)式を

用いると、Hartree-Fock近似の自己エネルギー (46)が、以下のようにWigner表示に変換できる。

ΣHF(p, rt) = ih̄σ

∫
d3p′dε′

(2πh̄)4
(V0 + σVp−p′)G12(p′ε′, rt). (74)

また、(44)式のWigner表示に局所近似を施すと、次式が得られる。

Σij(2)(pε, rt) = −σ(h̄)2
∫ [

4∏
k=2

d3pkdεk

(2πh̄)4

]
1
2
|Vp−p3 + σVp−p4 |2(2πh̄)4δ(p+p2−p3−p4)

×δ(ε+ε2−ε3−ε4)Gji(p2ε2, rt)Gij(p3ε3, rt)Gij(p4ε4, rt). (75)

ここでG12 =−iσG<, G21 =−iG>, Σ12 =−iσΣ<, およびΣ21 =−iΣ> と書き換えると、(75)式は

Kadanoff-Baymの教科書 [6]における (4-16)式に一致する。

以上により、(70)式と (72)式を自己無撞着に時間発展させることが可能になった。その手順は

次の通りである。(i) ある時刻 tにおいて分布関数 φ(pε, rt)が与えられたとき、スペクトル関数

A(pε, rt)を (70)式と局所近似の ΣR = ΣR(pε, rt; A)を用いて自己無撞着に決める; (ii) 次に、時

刻 t + dtにおける分布関数 φを (72)式により決定する。このように、この時間発展におけるあら

わな時間変化は、分布関数 φを通して生じることになる。

3.5 エントロピー密度の表式

分布関数の時間発展を記述する (72)式は、熱流の効果も内包しているものと期待できる。実際、

そこからは、非平衡系におけるエントロピー密度の微視的表式とその流れの式を導くことが可能

である。このことを見るために、(72)式に h̄kB
(2πh̄)4

ln 1+σφ
φ をかけ、pε積分を実行する。そして、

ln[(1 + σφ)/φ]dφ=d[−φ lnφ + σ(1 + σφ) ln(1 + σφ)],

および Im{G−1
0 −ΣR, GR}=0 に注意すると、次の方程式が得られる。

∂s

∂t
+ ∇ · js =

∂scol

∂t
. (76)
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ここで、s=s(rt)、js = js(rt)および ∂scol/∂tは、以下のように定義されている。

s ≡ h̄kB

∫
d3p dε

(2πh̄)4
[−φ lnφ + σ(1 + σφ) ln(1 + σφ)]

[
A

∂(G−1
0 −ReΣR)

∂ε
+ AΣ

∂ReGR

∂ε

]
, (77)

js ≡ h̄kB

∫
d3p dε

(2πh̄)4
[−φ lnφ + σ(1 + σφ) ln(1 + σφ)]

[
−A

∂(G−1
0 −ReΣR)

∂p
− AΣ

∂ReGR

∂p

]
, (78)

∂scol

∂t
≡ h̄kB

∫
d3pdε

(2πh̄)4
C ln

1 + σφ

φ
. (79)

(77)式と (78)式は、それぞれエントロピー密度およびエントロピー流束密度とみなすことができ

る。実際、(77)式で φ → f(ε) ≡ (eε/kBT −σ)−1 と置き換えた後に空間積分すると、文献 [20]で導

出された熱平衡状態におけるエントロピーの表式が得られる (Appendix G参照)。また、(79)式

は、次の 3.6節に示すように、衝突による単位時間・単位体積辺りのエントロピー生成を表すと

理解できる。このようにして、平衡統計力学と矛盾のない形で、すなわち、平衡統計力学を包含

する形で、非平衡系のエントロピーを定義することができた。4.1節で見るように、このエントロ

ピー密度の表式は、また、希薄高温極限において、Boltzmannが 1872年に提出したエントロピー

密度の表式に移行する。

ここで、Ivanovらの得たエントロピー密度 [18]と上記のエントロピー密度との違いについて言

及しておく。Ivanovらは、前節における自己エネルギーの評価において、「記憶項」すなわち 1次

のオーダーの時空微分項まで取り込むべきであると主張した。しかし、その動力学から得られる

エントロピー密度の表式は、上記のものとは異なり、また熱平衡状態におけるエントロピーの表

式 [20]とも矛盾する。このことは、彼らの動力学が、孤立系という典型例に適用した場合、真の

熱平衡状態に漸近して行かないことを意味する。実際、Ivanovらのエントロピー密度の表式は、

Carneiroと Pethickによる熱平衡状態のエントロピー [36]と無矛盾になるように構成された。し

かし、文献 [21]に詳しく述べたように、Carneiro-Pethickのエントロピーは、Goldstoneによる

絶対零度の摂動展開法 [37]を用いて導出され、その際のエネルギー分母の扱いが不適切で正しく

ない。従って、Ivanovらの動力学は、平衡統計力学と矛盾することになる。

3.6 H定理と熱平衡

(75)式を (73)式に代入し、得られた表式を (79)式に代入する。そして、その結果を (59)式を

用いてAと φで表し、かつ、積分変数に関する対称化を行う。すると、∂scol/∂tが、2次摂動まで

の範囲で以下のように表せる。

∂s
(2)
col

∂t
=

kBh̄2

8

4∏
j=1

∫
d3pj dεj

(2πh̄)4
|Vp1−p3 +σVp1−p4 |2(2πh̄)4δ(p1+p2−p3−p4)δ(ε1+ε2−ε3−ε4)

×A1A2A3A4

[
(1+σφ1)(1+σφ2)φ3φ4−φ1φ2(1+σφ3)(1+σφ4)

]
ln

(1+σφ1)(1+σφ2)φ3φ4

φ1φ2(1+σφ3)(1+σφ4)
.

(80)
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ただし、Aj = A(pjεj , rt)等の簡略化を用いた。ここで、任意のx, y > 0に対し (x−y) ln(x/y) ≥ 0

が成立することに注意すると、∂s
(2)
col/∂t ≥ 0が結論できる。これは、BoltzmannのH 定理に他な

らない。より正確には、量子効果を取り込んだH 定理である。さらに、等号が成立するのは、対

数関数が 0となる

ln
1+σφ1

φ1
+ ln

1+σφ2

φ2
− ln

1+σφ3

φ3
− ln

1+σφ4

φ4
= 0

の場合である。この条件と (80)式における二つの δ関数を考慮すると、ln[(1+σφ1)/φ1]が p1と

ε1に関する 1次関数でなければならないこと、すなわち、

ln
1+σφ1

φ1
= α + β(ε1 − v · p1) (81)

が結論できる。ここで α、βおよび vは、rtの任意関数である。この条件を用いると、衝突積分

を 0とする分布関数 φ = φ(le)として次式を得る。

φ(le)(pε, rt) =
1

eβ(rt)[ ε−v(rt) ·p ]+α(rt) − σ
. (82)

これは、局所平衡分布に他ならない。

このようにして、摂動の 2次までの範囲内でH 定理の成立を証明でき、さらに、エントロピー

生成をゼロにする分布関数 φ(le) の形も決定できた。2次摂動を用いた全く同じ議論により、この

φ(le)が、(73)式の衝突積分そのものをゼロにすることも簡単に示せる。

不等式 ∂scol/∂t ≥ 0が摂動の無限次まで成立するか否かは重要な問題である。しかし、その一

般的証明はまだ無い。一方で、相互作用の強さに拠らず衝突によりエントロピーが増大すると期

待することは、物理的・直観的にきわめて自然である。

4 準粒子近似と準古典近似

(70)式と (72)式の量子輸送方程式は、非常に多くの場合、状態密度に関連したスペクトル関数

Aの情報を消去し、分布関数のみの方程式に簡略化して用いられる。この情報消去の手法として

準粒子近似と準古典近似という二つの近似法が存在する。ここでは、これら二つの近似法を、2次

摂動の自己エネルギー (75)を採用して説明する。これにより、Boltzmann方程式が、上述の量子

輸送方程式の一つの極限として導かれることも明らかになる。また、輸送方程式論でしばしば説

明なしに導入される「位相空間の分布関数」という概念 [12]が、どのような条件下で正当化され

るのかも明確になるであろう。

4.1 準粒子近似

まず準粒子近似について考察する。この近似は、スペクトル関数に δ関数的なピークが存在す

る場合に非常に良い近似となる。ここでは典型例として相互作用が小さい場合を考え、まず、(70)
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式において自己エネルギー項を無視する。対応するスペクトル関数A = −2ImGRは、(63)式より

A(pε, rt) ≈ 2πδ (ε − ξp) , ξp(rt) ≡ p2

2m
+ U(rt) − µ, (83)

と得られる。同じ近似の精度で、(72)式の左辺においてReΣRおよびAΣ = −2ImΣRが関与する

項を落とすことができる。その方程式を (63)式と (67)式を用いてあらわに書き下すと、次のよう

になる。
∂(Aφ)

∂t
+

p
m

· ∂(Aφ)
∂r

+
∂U

∂t

∂(Aφ)
∂ε

− ∂U

∂r
· ∂(Aφ)

∂p
= C. (84)

この式に (2π)−1をかけて εについての積分を実行する。そしてその結果を

f(p, r, t) ≡
∫ ∞

−∞

dε

2π
A(pε, rt)φ(pε, rt) = φ(pξp, rt) (85)

で定義された分布関数で表すと、以下のようになる。

∂f

∂t
+

p
m

· ∂f

∂r
− ∂U

∂r
· ∂f

∂p
= Ip[f ]. (86a)

ここで Ip[f ]は衝突積分で、(73)式に (59), (75), (83)式を代入して ε積分を実行することにより、

分布関数 f の汎関数として次のように得られる。

Ip[f ] ≡ h̄2

2

4∏
j=2

∫
d3pj

(2πh̄)3
|Vp−p3 +σVp−p4 |2(2π)4δ(p+p2−p3−p4)δ(ξp+ξp2−ξp3−ξp4)

×
[
(1+σf)(1+σf2)f3f4−ff2(1+σf3)(1+σf4)

]
. (86b)

ここで fj = f(pj , r, t)等と略記した。(86)式は量子効果を取り込んだBoltzmann方程式に他なら

ない。実際、(86b)式で交換効果を無視する近似 σVp−p3V
∗
p−p4

→ 0を採用し、さらに (1+σf) → 1

により高温極限をとると、二体散乱に対する通常の Boltzmann方程式が得られる [12]。ただし、

ここでの f は無次元量で、平衡状態で (eβξp − σ)−1に一致するように規格化されている。

(86)式に対応するエントロピー密度、エントロピー流束密度およびエントロピー生成密度の表

式は、(77), (78), (80)式に同じ近似を採用することにより、それぞれ下記のように得られる。

s ≡ kB

∫
d3p

(2πh̄)3
[−f ln f + σ(1 + σf) ln(1 + σf)], (87)

js ≡ kB

∫
d3p

(2πh̄)3
[−f ln f + σ(1 + σf) ln(1 + σf)]

p
m

, (88)

∂s
(2)
col

∂t
=

kBh̄2

8

4∏
j=1

∫
d3pj

(2πh̄)3
|Vp1−p3 +σVp1−p4 |2(2π)4δ(p1+p2−p3−p4)δ(ξp+ξp2−ξp3−ξp4)

×
[
(1+σf1)(1+σf2)f3f4−f1f2(1+σf3)(1+σf4)

]
ln

(1+σf1)(1+σf2)f3f4

f1f2(1+σf3)(1+σf4)
. (89)

(87)式は相互作用のない系に対するエントロピー密度の表式に他ならない。これらの表式は、また、

(86)式に kB ln 1+σf
f をかけて ε積分することによっても得られる。Boltzmannのエントロピーとそ
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のH定理は、これらの表式で高温極限をとる操作、すなわちσVp−p3V
∗
p−p4

→ 0および 1+σf → 1

により再現される。

以上のように、希薄気体に準粒子近似を適用することにより、位相空間で定義された分布関数

f に対する輸送方程式が導出できた。しかし、準粒子近似が良い精度で成り立つには、相互作用

が弱いことは本質ではなく、ただ自己エネルギーΣRの虚部が十分小さいければよい。言い換える

と、準粒子の寿命が十分長ければ成立する近似である。従って、準粒子間の散乱がゼロに近づく

低温の Fermi液体 [8]についても適用可能である。このことを具体的に見てゆこう。まず、(72)式

の左辺で AΣに比例する項を落とし、また G−1
0 − ReΣRを ε = 0および Fermi運動量 p = pFか

ら 1次まで展開し、

G−1
0 − ReΣR ≈ ε − ξp

a
, (90)

と近似する。ここで aと ξpは、それぞれ繰り込み因子および準粒子エネルギーと呼ばれ、以下の

ように定義されている。
1
a
≡ 1 − ∂ReΣR

∂ε

∣∣∣∣
ε=0,p=pF

, (91a)

ξp ≡ a

[
p2

F

2m
+ U + ReΣR(0, 0) − µ

]
+ vF · (p − pF). (91b)

ただし、(91b)式の右辺に現れる vFは Fermi速度であり、次式により導入された。

vF

a
≡ pF

m
+

∂ReΣR

∂p

∣∣∣∣
ε=0,p=pF

. (91c)

この近似の下でのスペクトル関数A = −2ImGRは、(70)式よりA(pε, rt) ≈ 2πaδ (ε − ξp)と求ま

る。そこで、分布関数を

f(p, r, t) ≡
∫ ∞

−∞

dε

2πa
A(pε, rt)φ(pε, rt) (92)

で定義すると、(72)式より (86)式が得られる。ただし、ここでは詳細は省略するが、その場合に

おける (86b)式の右辺の Vp−p3 +σVp−p4 は準粒子間の有効相互作用に置き換わる [8]。

4.2 準古典近似

Fermi粒子系において、準粒子近似に代わるより適用範囲の広い近似法として、準古典近似が

ある。例えば、金属中の電子において不純物散乱や電子格子相互作用が強い場合には、準粒子の

寿命は有限となり、自己エネルギーΣRの虚部も無視できない大きさを持つ。準古典近似はこのよ

うな場合にも有効である。この近似は PrangeとKadanoffにより電子格子相互作用が大きい場合

に対して初めて導入された [38]。その後、超伝導や超流動にも適用され、第二種超伝導体の平衡

状態 [39]、非平衡状態 [40, 41]、および超流動 3Heの動力学 [42]を記述する「準古典方程式」が

導かれた。例えば、第二種超伝導体においては、不純物散乱が大きな役割を果たし、準粒子近似

が不適当な場合が多い。Eilenbergerは、このような場合について、超伝導のGor’kov方程式を簡
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略化するために準古典近似を採用し、Ginzburg-Landau方程式を全温度・磁場領域に拡張するい

わゆる Eilenberger方程式を導出した [39]。これらの方程式群は、超伝導・超流動状態の理論的解

明に広く用いられ、大きな成果を挙げている。

このように、準粒子近似よりも広い適用領域をもつ準古典近似は、準粒子近似の ε積分の代わ

りに、(91b)式の ξpについての積分を行ってAの自由度を消去する。具体的に Fermi粒子系を考

えると、導出の詳細は下記の通りである。まず、(67)式と (90)式および (91b)式を用いて (72)式

を具体的に書き下すと、以下のようになる。

1
a

∂(Aφ)
∂t

+
vF

a
· ∂(Aφ)

∂r
+

∂(U+ReΣR)
∂t

∂(Aφ)
∂ε

− ∂(U+ReΣR)
∂r

· ∂(Aφ)
∂p

−iσ{Σ12, ReGR} = C. (93)

ここで左辺において AΣφ ≈ iσΣ12 を用いた。この式に現れる自己エネルギーの p微分の絶対値

|∂Σ̌(pε, rt)/∂p| は、準粒子散乱が大きい場合でも |Σ̌(pε, rt)|/pFの程度であると期待できる。従っ

て、Σ̌の |p|依存性を無視し、
Σ̌(pε, rt) ≈ Σ̌(pFε, rt) (94)

とする近似が良い精度で成り立つであろう。この場合のスペクトル関数 A = −2ImGRの表式は、

ImΣR = −1
2AΣの関係と (90)式より、

A(pε, rt) ≈ a2AΣ(pFε, rt)

(ε − ξp)2 +
[

1
2aAΣ(pFε, rt)

]2 (95)

で与えられる。その |p|依存性は ξpのみに現れ、ξpを変数とし幅 1
2aAΣと面積 2πaをもつLorentz

型の関数とみなせる。そこで、準古典近似における分布関数を以下のように定義する。

fqc(pFε, rt) ≡ lim
ξc→∞

∫ ξc

−ξc

dξp
2πa

A(pε, rt)φ(pε, rt). (96)

このように、ここでの分布関数は、準粒子近似における |p|の代わりに εを引数とし、運動量は角

度依存性のみをもつ変数となる。次に、(93)式において ξp積分を (96)式のように実行する。する

と、左辺第 4項は積分により消える。また、第 5項に現れるReGRの ξp 積分は、(60a)式と (95)

式より

lim
ξc→∞

∫ ξc

−ξc

dξp
2πa

ReGR(pε, rt) = P
∫ ∞

−∞

dε′

2π

1
ε − ε′

(97)

と評価できる。従って、ReGR の微分が関与する第 5 項も ξp 積分により消えることが分かる。

一方、(73)式に (59)式と (75)式を代入して得られる衝突積分 C に関しては、状態密度 N(ξ) ≡∫ d3p
(2πh̄)3

δ(ξ − ξp)を導入し、N(ξ) ≈ N(0)と近似して ξ積分を同様に実行する。このようにして、

(93)式より、準古典近似における輸送方程式が最終的に以下のように得られる。

∂fqc

∂t
+ vF · ∂fqc

∂r
+ a

∂(U+ReΣR)
∂t

∂fqc

∂ε
= Iqc

p [fqc], (98)

Iqc
p [fqc] ≡ h̄2

2
[N(0)]3(2πa)4

4∏
j=2

∫
dεjdΩj

4π
|VpF−pF3 +σVpF−pF4 |

2δ(pF+pF2−pF3−pF4)

×δ(ε+ε2−ε3−ε4)
[
(1+σfqc)(1+σfqc

2 )fqc
3 fqc

4 −fqcfqc
2 (1+σfqc

3 )(1+σfqc
4 )

]
. (99)
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ただし、dΩj は pj 方向の微小立体角を表す。

このようにして準古典近似の輸送方程式が得られた。この節の最初にも述べたように、この方

程式は準粒子の寿命が短い場合にも適用できるという大きな利点がある。ここでの導出は、(75)

式の自己エネルギーを採用して相互作用が弱い場合に対して行った。しかし、相互作用の効果が

無視できない低温の Fermi液体にも適用でき、また、超伝導・超流動状態への拡張も可能である。

詳細は文献 [42]を参照されたい。

5 荷電系の量子輸送方程式

電磁場中の荷電粒子の運動を記述する量子輸送方程式を導出するには、方程式のゲージ不変性

に関連した特別の配慮が必要である。より具体的には、(55)式を変更してゲージ不変なWigner変

換を導入し、それに対応するMoyal積の表式を用いて勾配展開を行わなければならない。以下で

は文献 [41]に従ってこのことをより詳しく見てゆこう。

Ĥ0として (15a)式の代わりに次のハミルトニアンを考える。

Ĥ0 =
∫

ψ̂†(r1)Ĥ
(0)
1 ψ̂(r1) d3r1, Ĥ

(0)
1 ≡ 1

2m

[
p̂1 −

e

c
A(1)

]2
+ eA4(1) − µ. (100)

ここで、A(1)とA4(1)は、それぞれ電磁場のベクトル・ポテンシャルとスカラー・ポテンシャル

である。この Ĥ
(0)
1 に対するDyson方程式も (54)式で与えられ、以下のゲージ変換に対して不変

である。

A(1) → A(1) + ∇1χ(1), A4(1) → A4(1) − 1
c

∂χ(1)
∂t1

, (101a)

Ǧ(1, 2) → exp
{

i
e

h̄c
[χ(1) − χ(2)]

}
Ǧ(1, 2). (101b)

さて、標準的な処方箋に従って (54)式にWigner変換を施し、勾配展開を行うことを考える。し

かし、通常のWigner変換 (55)を用いると、(a)方程式のゲージ不変性が破れる、(b)ホール効果

が記述できない、などの問題が生じる。これは、変換 (55)が重心座標に関するゲージ不変性を破

るためである。

この点を改善するために、1956年にStratonovich [43]によって導入された「ゲージ不変なWigner

変換」を採用する。このWigner変換は、(55)式の代わりに以下のように定義されている。

Ǧ(1, 2) = eiI(1,2)

∫
d3p dε

(2πh̄)4
Ǧ(pε, r12t12) ei(p·r̄12−εt̄12)/h̄. (102)

ここに現れる位相因子 I(1, 2)は、4元ベクトル ~A ≡ (A,−cA4)および ~r1 = (r1, t1)を用いて、

I(1, 2) ≡ e

h̄c

∫ ~r1

~r2

~A(~s) · d~s, (103)

で与えられる。ただし積分経路は直線である。この位相因子は、ゲージ変換 (101a)に際して

eiI(1,2) −→ exp
{

i
e

h̄c
[χ(1) − χ(2)]

}
eiI(1,2) (104)
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図 7: 閉曲線 C123

と変換され、(101b)式の Ǧと全く同じ位相変化をする。言い換えると、(102)式における Fourier

変換前の関数 e−iI(1,2)Ǧ(1, 2)をゲージ不変にする。実際、(101b)式で 2 = 1と置くとわかるよう

に、Ǧ(1, 2)は重心座標に関してゲージ不変な関数である。因子 e−iI(1,2)は、Ǧ(1, 2)のゲージ変換

における相対座標依存性を消し去り、重心座標のみの変換性に帰着する効果がある。

(102)式は、藤田により、Weyl変換を用いて優美に再導出された [44]。そのポイントは、「相対

座標に関するゲージ依存性を無くした後にその Fourier変換を実行する」ことであり、対応する

Wigner表示 Ǧ(pε, rt)は必然的にゲージ不変となる。そして、この変換は電磁場に時間・空間依

存性がある場合にも有効である [41]。また、その基本思想は超伝導状態にも拡張可能であり [41]、

ペア・ポテンシャルが電荷 2eを持つ有効波動関数のようにふるまうという事実がきちんと導出で

きる。

Wigner変換 (102)を用いると、「行列の積」のWigner変換である (64)式も変更を受け、(65)式

のMoyal積に電磁場がゲージ不変な形で現れる。ここでは、簡単のため一様電磁場の場合を考察

し、このことを見てゆこう [41]。(64)式左辺の C(1, 3)とD(3, 2)に (102)式の変換を施すと、位

相因子 eiI(1,3)+iI(3,2)が現れる。この位相因子を、eiI(1,2)とそれ以外の寄与の積として、以下のよ

うに表す。

eiI(1,3)+iI(3,2) = eiI(1,2)+iφ123 , φ123 ≡ e

h̄c

∮
C123

~A(~s) · d~s. (105)

ただし位相 φ123の定義に現れる閉曲線 C123は、上図のように定義されている。さらに Stokesの

定理を用いると、この位相因子が、電場 E ≡ −∇A4 − 1
c∂tAおよび磁場B ≡ ∇ × A を用いて、

以下のように表せることがわかる。

φ123 =
e

2h̄c

[
−cE · (r̄13t̄32 − t̄13r̄32) − B · (r̄13 × r̄32)

]
. (106)

(105)式の位相因子を考慮すると、(64)式が次のように変更される。∫
C(1, 3)D(3, 2) d3 = eiI(1,2)

∫
d3pdε

(2πh̄)4
C(pε, r12t12) ∗ D(pε, r12t12) ei(p·r̄12−εt̄12)/h̄. (107)

ただし、ここでのMoyal積は以下のように定義されている。

C(pε, rt) ∗ D(pε, rt) ≡ C(pε, rt) exp
[
ih̄

2

(←−
∂ r ·

−→
∂ p−

←−
∂ t

−→
∂ ε−

←−
∂ p ·

−→
∂ r+

←−
∂ ε

−→
∂ t

)]
× exp

{
ih̄

2

[
−eE ·

(←−
∂ p

−→
∂ ε−

←−
∂ ε

−→
∂ p

)
+

e

c
B ·

(←−
∂ p×

−→
∂ p

)]}
D(pε, rt). (108)
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このMoyal積の導出は、1956年の Stratonovichによる研究から時代が下って、2001年のことで

ある [41, 45]。(108)式を微分演算子に関して 1次まで展開すると、再び (67)式のように表すこと

でき、対応する Poisson括弧式は

{C,D}

≡ ∂C

∂r
· ∂D

∂p
− ∂C

∂t

∂D

∂ε
− ∂C

∂p
· ∂D

∂r
+

∂C

∂ε

∂D

∂t
− eE ·

(
∂C

∂p
∂D

∂ε
− ∂C

∂ε

∂D

∂p

)
+

e

c
B ·

(
∂C

∂p
× ∂D

∂p

)
,

(109)

で与えられる。

以上で準備が整ったので、(100)式の Ĥ
(0)
1 に対する Dyson方程式 (54) をWigner表示に変換

する。(102)式を (54)式に代入すると、左辺には位相因子 I(1, 2)の微分項が現れる。それらを計

算するために、まず、(103)式の積分経路を ~R ≡ 1
2(~r1 + ~r2) と ~r ≡ ~r1 − ~r2を用いて ~s = ~R + η~r

(−1
2 ≤ η ≤ 1

2)と表す。次いで、被積分関数 ~A(~s)を ~s = ~RからTaylor展開し、各次数について個

別に η積分を行う。すると I(1, 2)が以下のように表せることがわかる。

I(1, 2) =
e

h̄c
g
(
~r · ~∂~R

)
~r · ~A(~R), g(x) ≡ sinh(x/2)

x/2
. (110)

この表式に演算子 ∂~r1
= ∂~r + 1

2∂~R を作用して微分を実行する。その際、rν∂µAν = rν∂νAµ +

rν(∂µAν − ∂νAµ)の書き換えを行い (µ, ν = 1, 2, 3, 4)、また、等式 g(x) + [g′(x) + 1
2g(x)]x = ex/2

に注意する。すると、∂I(1, 2)/∂r1µが次のように計算できる。

∂I(1, 2)
∂r1µ

=
e

h̄c

{
Aµ(1) +

[
g′(~r · ~∂~R) +

1
2
g(~r · ~∂~R)

] ∑
ν

rν

[
∂Aν(~R)

∂Rµ
− ∂Aµ(~R)

∂Rν

]}

=


e

h̄c

[
A(1) +

1
2
(ct̄12E + r̄12 × B)

]
µ

: µ = 1, 2, 3

− e

h̄

[
A4(1) +

1
2
r̄12 · E

]
: µ = 4

. (111)

ここで第一の等式は恒等式であり、また第二の等式においては一様静電磁場の条件を用いた。こ

の表式を用いて、(54)式における ǦKのゲージ不変な時間・空間微分項を、(64)式を導出したの

と同様の手続きにより変形する。その結果得られた表式を (108)式における ∗積の定義と見較べ
ると、以下の簡潔な表式を得る。[

p̂1 −
e

c
A(1)

]
ǦK(1, 2) = eiI(1,2)

∫
d3p dε

(2πh̄)4
p ∗ ǦK(pε, r12t12) ei(p·r̄12−εt̄12)/h̄, (112a)

[
ih̄

∂

∂t1
− eA4(1)

]
ǦK(1, 2) = eiI(1,2)

∫
d3pdε

(2πh̄)4
ε ∗ ǦK(pε, r12t12) ei(p·r̄12−εt̄12)/h̄. (112b)

これらの表式は、p̂1 − e
cA(1)および ih̄ ∂

∂t1
− eA4(1)のゲージ不変なWigner表示が、それぞれ p

および εであることを示している。
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(107)式および (112)式を用いると、(54)式のWigner表示が、(108) 式のMoyal積を用いて以

下のように簡潔に表現できることがわかる。[(
ε − p2

2m
+ µ

)
1̌ − Σ̌K(pε, rt)

]
∗ ǦK(pε, rt) = 1̌. (113)

この式より、3.3節の手続きを経て、電磁場中の荷電粒子に対する量子輸送方程式を導くことができ

る。特に希薄気体の場合には、4.1節と同様にして、(85)式の分布関数 f に対する次のBoltzmann

方程式を得る。
∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+ e

(
E +

1
c
v × B

)
· ∂f

∂p
= Ip[f ]. (114)

ここで v ≡ p/mである。電気抵抗を論じるには二体相互作用のみでは不十分で、ハミルトニアン

に不純物散乱やフォノン散乱等の効果を取り入れ、そこから導かれる Ip[f ]を用いる必要があるこ

とに注意しておく。

最後に、電磁場中におけるゲージ不変な輸送方程式を得るためにしばしば使われるもう一つの

方法について言及しておく。その要点は、通常のWigner変換 (55)を行った後に次の変数変換を

施すことにある。

p −→ π ≡ p − e

c
A, ε −→ π4 ≡ ε − eA4. (115)

この方法はKeldysh [13]や久保 [46]らにより用いられた。また、そこから得られるMoyal積は、

一様静電磁場の場合において、(108)式に一致することが示されている [47]。

しかし、この「変数変換」の方法には以下のような問題点がある。まず第一に、Wigner表示の

ゲージ不変性が破れる点が挙げられる。実際、変数変換 (115)に対応するWigner表示 Ǧ(pε, rt)

をあらわに書き下すと、以下のようになる。

Ǧ(pε, r12t12) =
∫

d3r̄12dt̄12 Ǧ(1, 2) ei{[p−(e/c)A]·r̄12−(ε−eA4)t̄12}/h̄. (116)

この表式を (102)式の逆変換と比較すると、(102)式の位相因子 I(1, 2)が (e/c)A · r̄12 − eA4t̄12で

置き換わっていることに気づく。このWigner変換は、ゲージ変換 (101)における関数 χが時間・

空間座標の 1次関数である場合を除き、一般にゲージ不変性を破る。また、(116)式に現れる電磁

ポテンシャルとしてどの点の値を採用すべきかにも不定性が生じる。例外として、一様静電磁場

の場合には、(116)式が (102)式と同じ結果を与える。「変数変換」の方法におけるこの第一の問

題点は、Stratonovichにより既に指摘され [43]、また Serimaaらによって詳しく論じられた [48]。

第二の問題点として、「変数変換」の方法は超伝導状態に適用できない。超伝導状態において

は、ペア・ポテンシャル ∆(1, 2)や異常グリーン関数 F (1, 2)のように、正常状態のグリーン関

数とは異なるゲージ変換性を示す関数が現れる [8]。例えば、ペア・ポテンシャルは、(101) 式

に対応して ∆(1, 2) → exp
{
i e
h̄c [χ(1) + χ(2)]

}
∆(1, 2) と変換され、2 = 1 とおいた場合に電荷

2eをもつ波動関数として振舞うことがわかる。もし、これらの積 ∆(1, 3)F ∗(3, 2)のWigner変

換を「変数変換」の方法で導出すると、∆(pε, rt)に対して通常の微分演算子 ∂/∂rおよび ∂/∂t

が作用する結果となり、「ペア・ポテンシャルが電荷 2e を持つ有効波動関数として振舞う」と
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いう事実が出てこない。一方、(102)式の変換は超伝導状態に拡張でき、ただ右辺の位相因子を

exp[iI(~r1, ~R) + iI(~r2, ~R)] で置き換えればよい [~R ≡ 1
2(~r1 + ~r2)]。対応するWigner表示∆(pε, rt)

はゲージ変換に際して∆(pε, rt) → exp
[
i 2e
h̄cχ(rt)

]
∆(pε, rt)と変化し、また、それに作用する微分

演算子として ∂/∂r − i(2e/h̄c)A(rt)および ∂/∂t + i(2e/h̄)A4(rt)が自然に現れる [41]。

以上のように、「変数変換」の方法には基本的な問題があるように思われる。

6 二体相関

2.8節で考察したΦ微分近似では、Φを与えることにより高次の相関関数を計算することが原理

的に可能である。ここでは揺らぎとも関連が深い二体相関関数を取り上げ、文献 [21]に従ってこ

のことを見てゆこう。

考察するのは次の二体相関関数である。

Kij,kl(12, 34) ≡
(
− i

h̄

)2

〈TC ψ̂H(1i)ψ̂H(3k)ψ̂†
H(4l)ψ̂†

H(2j)〉 − Gij(1, 2)Gkl(3, 4). (117)

この相関関数が従う方程式を求めるため、Keldysh経路上で仮想的な摂動ポテンシャルW (1C , 2C)

を余分に加える。そして、W (1C , 2C)の効果を除いた全ハミルトニアンH(t)による相互作用表示

を採用すると、(33)式に代わって、C 上での摂動が次の演算子で記述されることになる。

Ŝ ′
C ≡ TC exp

− i

h̄

2∑
i,j=1

(−1)i+j

∫
d1

∫
d2 ψ̂†

H(1i)W ij(1, 2)ψ̂H(2j)

 . (118)

ここで (−1)i+j は (24)式の変形に由来し、また場の演算子の添え字HはH(t)のHeisenberg表示

を意味する。W ij(1, 2) ≡ W (1i, 2j)を加えたときのグリーン関数は次式で与えられる。

Gij(1, 2; W̌ ) = − i

h̄
〈TC Ŝ ′

Cψ̂H(1i)ψ̂ †
H(2j)〉/〈TC Ŝ ′

C〉. (119)

(117)式の二体相関関数Kは、このグリーン関数から、

Kii′,jj′(11′, 22′) = (−1)j+j′σ
δGii′(1, 1′; W̌ )
δW j′j(2′, 2)

∣∣∣∣∣
W̌=0̌

, (120)

の変分操作により得られることが簡単な計算で分かる。ここで σは生成消滅演算子の交換関係に

由来し、また (−1)j+j′は (118)式の (−1)i+jの効果を消すために必要である。この式は簡略化して
ˇ̌K = σδǦ/δ(τ̌3W̌ τ̌3) と書けることに注意しておく。この関係を用いると、 ˇ̌Kを自己無撞着に決め
る方程式が以下のように導出できる。まず (119)式の Ǧに対するDyson方程式は、(30)式の Ĥ

(0)
1

に W̌ の効果を付け加えることにより得られ、簡略化して次のように書ける。

Ǧ−1Ǧ = 1̌, Ǧ−1 ≡ τ̌3

(
ih̄

∂

∂t
− p̂2

2m
− U + µ

)
− τ̌3(W̌ + Σ̌)τ̌3. (121)

従って、Ǧの 1次の微小変化 δǦは、Ǧ−1δǦ + δǦ−1Ǧ = 0̌、すなわち

σδǦ = σǦ(−δǦ−1)Ǧ
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を満たす。この式に

−δǦ−1 = τ̌3(δW̌ + δΣ̌)τ̌3 = δ(τ̌3W̌ τ̌3) +
δ(τ̌3Σ̌τ̌3)

δǦ

δǦ

δ(τ̌3W̌ τ̌3)
δ(τ̌3W̌ τ̌3)

を代入して δ(τ̌3W̌ τ̌3) で変分をとった後、W̌ = 0̌と置く。その結果を (120)式と次式で定義され

る結節関数

Γii′,jj′(11′, 22′) ≡ −σ
i

h̄
(−1)i+i′ δΣi′i(1′, 1)

δGjj′(2, 2′)
= − i

h̄

δ2Φ
δGii′(1, 1′)δGjj′(2, 2′)

, (122)

を用いて書き換える。ただし (122)式の第二の等式では (40)式を用いた。すると ˇ̌Kに対する次の
積分方程式、すなわち Bethe-Salpeter方程式を得る。

Kii′,jj′(11′, 22′) = σGij′(1, 2′)Gji′(2, 1′) + ih̄σ
∑
kk′ll′

∫
d3

∫
d3′

∫
d4

∫
d4′ Gik′

(1, 3′)Gki′(3, 1′)

×Γkk′,ll′(33′, 44′)Kll′,jj′(44′, 22′). (123)

これは与えられた Ǧと ˇ̌Γに対し ˇ̌Kを決定する方程式である。ここで (122)式の関係に注意すると、

汎関数 Φが与えられれば二体相関関数も原理的に計算可能であることが理解できる。

積分方程式 (123)は形式的に解くことができ、 ˇ̌Kに対する次の表式を得る。

ˇ̌K =
( ˇ̌1 − ih̄σǦǦ ˇ̌Γ

)−1
σǦǦ. (124)

ここで ˇ̌1と ǦǦは以下で定義された行列である。

(ˇ̌1)ii′,jj′(11′, 22′) = δijδi′j′δ(1, 2)δ(1′, 2′), (125a)

(ǦǦ)ii′,jj′(11′, 22′) = Gij′(1, 2′)Gji′(2, 1′). (125b)

(122)式より、結節関数 ˇ̌Γが次の対称性を持つことは明らかである。

Γii′,jj′(11′, 22′) = Γjj′,ii′(22′, 11′). (126a)

また (28)式の対称性に由来する以下の関係式も満たす。

Γii′,jj′(11′, 22′) = −
∑
kk′ll′

(τ̌1)ik(τ̌1)k′i′(τ̌1)jl(τ̌1)l′j′ [Γk′k,l′l(1′1, 2′2)]∗. (126b)

これらの対称性は Bethe-Salpeter方程式を解く際に有益である。

3.4節では自己エネルギーに対して局所近似を採用した。この局所近似は二体相関関数を計算す

る際にもしばしば有効である。そこで局所近似の Bethe-Salpeter方程式を書き下しておく。その

構造はエネルギー・運動量保存則の成立する一様系の場合と同じになり、まず結節関数は以下の

ように展開できる。

Γii′,jj′(11′, 22′) =
∫

d3p1dε1

(2πh̄)4

∫
d3p2dε2

(2πh̄)4

∫
d3q dω

(2πh̄)4
Γii′,jj′(p1ε1,p2ε2;qω, rt)

×ei[−(p1+·r1−ε1+t1)+(p1−·r′1−ε1−t′1)−(p2−·r2−ε2−t2)+(p2+·r′2−ε2+t′2)]/h̄. (127)

34



ただし pj±≡pj ± q/2および εj±≡εj ± ω/2であり、また rtは 1, 1′, 2, 2′近傍の局所座標である。

この式と (55)式を (123)式に代入すると、 ˇ̌Kも局所近似で以下のように展開できることがわかる。

Kii′,jj′(11′, 22′) =
∫

d3p1dε1

(2πh̄)4

∫
d3p2dε2

(2πh̄)4

∫
d3q dω

(2πh̄)4
Kii′,jj′(p1ε1,p2ε2;qω, rt)

×ei[(p1−·r1−ε1−t1)−(p1+·r′1−ε1+t′1)+(p2+·r2−ε2+t2)−(p2−·r′2−ε2−t′2)]/h̄. (128)

ここに現れる Fourier係数Kii′,jj′(p1ε1,p2ε2;qω, rt)も方程式 (124)を満足する。ただし、 ˇ̌K等は
p1ε1-p2ε2を足とする行列で、内部変数に関する和は

∫
d3pdε/(2πh̄)4と理解すべきである。また

ˇ̌1と ǦǦは次式で定義されている。

(ˇ̌1)ii′,jj′(pε,p′ε′) = (2πh̄)4δ(p − p′)δ(ε − ε′)δijδi′j′ , (129a)

(ǦǦ)ii′,jj′(pε,p′ε′;qω, rt) = (2πh̄)4δ(p − p′)δ(ε − ε′)Gij′(p−ε−, rt)Gji′(p+ε+, rt). (129b)

7 Φ微分近似と保存則

動的な問題を扱う場合には、保存則に関して細心の注意が必要である。例えば、粒子数が一定

の系の時間発展を考察する場合において、使った近似が粒子数保存則を満たさない場合、得られ

る結果は全くナンセンスなものになるであろう。従って、「どのような近似を採用すれば保存則が

満たされるか？」という問いが極めて重要な意味を持ってくる。この問いに対する一つの十分条

件を与えたのが、1962年のBaymによる研究である [11]。その近似法はΦ微分近似あるいは保存

近似と呼ばれ、2.8節でその内容と利点に関して言及した。

この章では、Φ微分近似を採用すると様々な保存則が自動的に満たされることを見てゆく。証

明の基本は Baymが松原グリーン関数について与えた [11]。実時間Keldyshグリーン関数を用い

るここでの手法は文献 [21]による。

7.1 恒等式

まず準備として、Φ微分近似が満たす様々な恒等式を導出する。Φ微分近似は、(39)式の展開

に現れる Feynman図形を無限次まですべて取り込むと正確な理論になる。従って、それらの恒等

式は、また、厳密な理論が従う恒等式でもある。

第一に、次のゲージ変換を考える。

Ǧ(2, 1) −→ eiχ̌(2)Ǧ(2, 1)e−iχ̌(1), χ̌(1) ≡

[
χ(1) 0

0 0

]
. (130)

(39)式で定義された汎関数 Φ（およびその部分和近似）は、明らかにこの変換 (130)の前後で不

変である。従って、1次のオーダーでも δΦ = 0が成立する。ここで、Φが Ǧの汎関数であり (40)

式が成立することに注意すると、この条件 δΦ = 0は次のように書けることがわかる。∫
d1

∫
d2Trτ̌3Σ̌(1, 2)τ̌3δǦ(2, 1) = 0. (131)
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一方、δǦは (130)式より以下のように評価できる。

δǦ(2, 1) = i
[
χ̌(2)Ǧ(2, 1) − Ǧ(2, 1)χ̌(1)

]
. (132)

この式を (131)式に代入し、χ(1)が任意関数であることを考慮すると、次式を得る。∫
d2Tr

1̌+τ̌3

2
[
τ̌3Σ̌(1, 2)τ̌3Ǧ(2, 1) − Ǧ(1, 2)τ̌3Σ̌(2, 1)τ̌3

]
= 0. (133a)

さらに、(25)、(26)、(48)式などを用いて変形すると、この恒等式は以下のようにも表せる。∫
d2

[
ΣR(1, 2)G12(2, 1)+Σ12(1, 2)GA(2, 1)−GR(1, 2)Σ12(2, 1)−G12(1, 2)ΣA(2, 1)

]
= 0. (133b)

これがゲージ変換の自由度から帰結される恒等式である。

第二に、次のGalilei変換を考える。

Ǧ(2, 1) −→ exp
[
Ř(t2)·

−→
∇2

]
Ǧ(2, 1) exp

[←−
∇1 ·Ř(t1)

]
, Ř(t) ≡

[
R(t) 0
0 0

]
. (134)

しかし、この変換 (134)によりΦは不変であり、(131)式は今の場合も成立する。ここでの Ǧの 1

次の変化は

δǦ(2, 1) = Ř(t2)·∇2Ǧ(2, 1) + Ř(t1)·∇1Ǧ(2, 1) (135)

と評価できる。そこで、(135)式を (131)式に代入し、R(t) が任意関数であることを用いると、以

下の恒等式を得る。 ∫
Q(1) d3r1 = 0. (136)

ただしQ(1)は

Q(1) ≡ −ih̄σ
∇1−∇1′

2

∫
d2

[
ΣR(1, 2)G12(2, 1′) + Σ12(1, 2)GA(2, 1′)

−GR(1, 2)Σ12(2, 1′) − G12(1, 2)ΣA(2, 1′)
]
1′=1

, (137)

で定義されている。Σの微分項は部分積分により生じた。

第三に、C1上での変数変換 t → θ(t) ≡ t + ϕ(t)を考える。それに応じて Ǧを次のように変化

させることにする。

Ǧ(2, 1) −→ Ǔ(t2)Ǧ(r2θ2, r1θ1)Ǔ(t1), Ǔ(t) ≡

[
(dθ/dt)1/4 0

0 0

]
. (138)

ここでの因子 (dθ/dt)1/4は、変換 t → θによって (33)式に現れるヤコビアンを相殺し、Φの形を

不変に保つ役割を果たす。従って、(131)式は今の場合にも成立する。変換による Ǧの 1次の変化

をあらわに書き下すと以下のようになる。

δGji(2, 1) =
{

δj1

[
ϕ′(t2)

4
+ϕ(t2)

∂

∂t2

]
+δi1

[
ϕ′(t1)

4
+ ϕ(t1)

∂

∂t1

]}
Gji(2, 1). (139)
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この式を (131)式に代入し、ϕ(t)が任意関数であることを用いると、次の恒等式を得る。

d〈Ĥint(t1)〉
dt1

= −
∫

Qε(1) d3r1. (140)

ここで、〈Ĥint(t1)〉とQε(1)は、以下のように定義されている。

〈Ĥint(t1)〉 =
ih̄σ

4

∫
d3r1

∫
d2

[
ΣR(1, 2)G12(2, 1) + Σ12(1, 2)GA(2, 1)

+GR(1, 2)Σ12(2, 1) + G12(1, 2)ΣA(2, 1)
]
, (141)

Qε(1) ≡ −ih̄σ
∂

∂t1

∫
d2

[
ΣR(1′, 2)G12(2, 1) + Σ12(1′, 2)GA(2, 1)

+GR(1, 2)Σ12(2, 1′) + G12(1, 2)ΣA(2, 1′)
]
1′=1

. (142)

これが変換 (138)から得られる恒等式である。

(141)式で導入された 〈Ĥint(t1)〉は系の相互作用エネルギーに他ならない。このことを確かめる
ために、(30)式の 12成分を書き下すと以下のようになる。[

ih̄
∂

∂t1
+

h̄2∇2
1

2m
− U(1) + µ

]
G12(1, 2) −

∫ [
ΣR(1, 3)G12(3, 2) + Σ12(1, 3)GA(3, 2)

]
d3 = 0.

(143)

ここで、自己エネルギー項の変形には、再び (25)、(26)、(48)式などを用いた。一方、G12の方程

式は、(3)式から導かれる ψ̂H(1) ≡ Û†(t1,−∞)ψ̂(r1)Û(t1,−∞)に対する運動方程式 ih̄ ∂
∂t1

ψ̂H(1) =

Û†(t1,−∞)[ψ̂(r1), Ĥ(t)]Û(t1,−∞)、すなわち次式からも得られる。[
ih̄

∂

∂t1
+

h̄2∇2
1

2m
− U(1) + µ

]
ψ̂H(1) −

∫
V̄ (1 − 1′)ψ̂†

H(1′)ψ̂H(1′)ψ̂H(1) = 0. (144)

実際、(144)式の左から−σ(i/h̄)ψ̂†
H(2)を掛け、密度行列 (19)で平均操作を行えばよい。そのよう

にして得られた表式を (143)式と比較すると、次の恒等式を得る。

1
2

∫
d1′ V̄ (1−1′)〈ψ̂†

H(2)ψ̂†
H(1′)ψ̂H(1′)ψ̂H(1)〉 =

ih̄σ

2

∫ [
ΣR(1, 3)G12(3, 2)+Σ12(1, 3)GA(3, 2)

]
d3.

(145)

この式で 2=1と置くと、相互作用エネルギーの期待値を自己エネルギーで表す式が得られる。そ

の複素共役をとって元の式と足して 2で割り、(27a)式および (49)式を考慮すると、(141)式が相

互作用エネルギーに他ならないことがわかる。

7.2 保存則

以上の準備の下に、Φ微分近似において保存則が満たされることを証明する。まず、(143)式の

複素共役をとり、(27a)式および (49)式等の対称性を用いると、次式が得られる。[
−ih̄

∂

∂t2
+

h̄2∇2
2

2m
− U(2) + µ

]
G12(1, 2) −

∫ [
GR(1, 3)Σ12(3, 2) +G12(1, 3)ΣA(3, 2)

]
d3 = 0.

(146)
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次いで、(143)式と (146)式の差を取り、2=1と置き、(133b)の恒等式を用いる。すると、次の粒

子数保存則を得る。
∂n(1)
∂t1

+ ∇1 · j(1) = 0. (147)

ここで、n(1)と j(1)はそれぞれ粒子密度および流束密度で、以下のように定義されている。

n(1) ≡ ih̄σG12(1, 1), (148a)

j(1) ≡ σh̄2 ∇1−∇2

2m
G12(1, 2)

∣∣∣∣
2=1

. (148b)

ついで、(143)式と (146)式に−ih̄σ(∇1−∇2)/2mを作用した後、両者を差し引き、さらに 2=1

と置く。すると、流束密度 j(1)が次の保存則を満たすことがわかる。

∂

∂t1
j(1) +

1
m

∇1ΘK(1) +
n(1)
m

∇1U(1) =
1
m

Q(1). (149)

ここで、Q(1)は (137)式で与えられ、また、テンソルΘK(1)は次式で定義されている。

ΘK
ij (1) = − ih̄3σ

4m
(∇1i−∇2i)(∇1j−∇2j)G12(1, 2)

∣∣
2=1

. (150)

さらに、(149)式を系の全空間にわたって積分し、(136)式を用いると、全運動量に関する次の保

存則を得る。
∂

∂t1

∫
j(1) d3r1 = −

∫
n(1)
m

∇1U(1) d3r1. (151)

最後にエネルギー保存則を考察する。演算子 −ih̄σ ∂
∂t2
と−ih̄σ ∂

∂t1
をそれぞれ (143)式と (146)

式に作用し、両者を加え、さらに 2=1と置く。すると次式をえる。

∂EK(1)
∂t1

+ ∇1 · j′ε(1) + U(1)
∂n(1)
∂t1

= Qε(1). (152)

ここで、Qε(1)は (142)式で与えられ、また、EK(1)と j′ε(1)は以下のように定義されている。

EK(1) ≡ ih̄3σ

2m
∇1 ·∇2G

12(1, 2)
∣∣∣∣
2=1

, (153)

j′ε(1) = − ih̄3σ

2m

(
∂

∂t1
∇2+

∂

∂t2
∇1

)
G12(1, 2)

∣∣∣∣
2=1

. (154)

この EK(1)は運動エネルギー密度に他ならない。さらに、(152)式を空間積分し、(140)式と (147)

式を用いると、次の全エネルギー保存則を得る。

d
dt1

[∫
EK(1) d3r1+〈Ĥint(t1)〉

]
= −

∫
j(1) ·∇1U(1) d3r1. (155)

(147), (151), (155)式がこの節での主な結果である。それらは Φ微分近似において保存則が満

たされていることを表している。
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7.3 Wigner表示での保存則

前節で得た (147), (149), (152)式は、粒子と運動量およびエネルギーの流れの時間発展を記述

し、基本的重要性を持つ。ここでは、これらの保存則を (70)式と (72)式の解と関連づけ、Wigner

表示で表すことにする。

(55)式と (59a)式を (148)式に代入すると、n(rt)と j(rt)を Aと φを用いて表現できる。それ

らは近似なしの厳密な表式であり、(147)式を満足する。より具体的に、粒子密度 n(rt)と速度

v(rt)≡ j(rt)/n(rt) は次のように与えられる。

n(rt) = h̄

∫
d3p dε

(2πh̄)4
A(pε, rt)φ(pε, rt), (156a)

v(rt) =
h̄

n(rt)

∫
d3p dε

(2πh̄)4
p
m

A(pε, rt)φ(pε, rt). (156b)

また vを用いると、(147)式は
∂n

∂t
+ ∇(nv) = 0, (157)

と書き換えられる。

(149)式に移ろう。まず (150)式のΘK
ij は、(55)式と (59a)式を代入することにより、Aと φを

用いて下記のように表せる。

ΘK
ij (rt) = h̄

∫
d3pdε

(2πh̄)4
pipj

m
A(pε, rt)φ(pε, rt) = mn(rt)vi(rt)vj(rt) + ΠK

ij (rt). (158)

ただし、第二の等式に現れるΠK
ij (rt)は

ΠK
ij (rt) ≡ h̄

∫
d3p dε

(2πh̄)4
p̄ip̄j

m
A(pε, rt)φ(pε, rt), p̄ ≡ p − mv, (159)

で定義され、流体と共に動く局所座標でみた運動量流束密度テンソルという意味を持つ。次に、

(149)式のQ(1)を書き換えよう。(145)式とその複素共役を (137)式に代入すると、Q(1)に対す

る次の表現が得られる。

Q(1)= −
∫

d3r′1
∂V (r1−r′1)

∂r1
〈ψ̂†

H(1)ψ̂†
H(1′)ψ̂H(1′)ψ̂H(1)〉.

ただし、この表現においては 1′ = r′1t1 であり、4つの場の演算子の時刻は同じである。さらに、

〈ψ̂†
H(1)ψ̂†

H(1′)ψ̂H(1′)ψ̂H(1)〉 = ρ2

(
r1−r′1,

r1+r′1
2 , t1

)
と書き換え、r1+r′1

2 を r1から 1次まで展開する

と、次式が得られる。

Q(1) = −∇1ΠV (1). (160)

ただし、ΠV
ij(1)は、1±≡(r1±r̄/2, t1) を用いて以下のように定義されている。

ΠV
ij(1) ≡ −1

2

∫
d3r̄ r̄i

∂V (r̄)
∂r̄j

〈ψ̂†
H(1+)ψ̂†

H(1−)ψ̂H(1−)ψ̂H(1+)〉. (161)
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(160)式の関係に注意すると、ΠV
ijの評価には局所近似を用いるのが妥当であることが理解できる。

そこで、このΠV
ij を (117)式の ˇ̌Kを用いて表し、その結果に (16)式と (55)式および (128)式を代

入し、最後に r̄に関する部分積分を実行する。すると、ΠV
ij に対する以下の表式が得られる。

ΠV
ij(rt) =

(ih̄)2

2

∫
d3q dω

(2πh̄)4

∫
d3pdε

(2πh̄)4

∫
d3p′dε′

(2πh̄)4

(
Vqδij+

qiqj

q

dVq

dq

)
×

[
K12,12(pε,p′ε′;qω, rt) + (2πh̄)4δ(q)δ(ω)G12(pε, rt)G12(p′ε′, rt)

]
. (162)

以上で準備が整った。そこで、j = nvの関係と (158)式および (160)式を (149)式に代入し、(157)

式を用いると、運動量保存則を表す次の方程式を得る。

∂v
∂t

+ v·∇v +
1

mn
∇Π +

∇U

m
= 0. (163)

ここで、テンソル Πij は Πij ≡ ΠK
ij + ΠV

ij で定義され、(159)式と (162)式を用いてあらわに書き

下すと、下記のようになる。

Πij(rt) ≡ h̄

∫
d3pdε

(2πh̄)4
p̄ip̄j

m
A(pε, rt)φ(pε, rt)

+
(ih̄)2

2

∫
d3q dω

(2πh̄)4

∫
d3p dε

(2πh̄)4

∫
d3p′dε′

(2πh̄)4

(
Vqδij+

qiqj

q

dVq

dq

)
×

[
K12,12(pε,p′ε′;qω, rt) + (2πh̄)4δ(q)δ(ω)G12(pε, rt)G12(p′ε′, rt)

]
. (164)

ただし、p̄ = p − mvであり、G12は (59a)式で与えられ、また、 ˇ̌Kは局所近似の結節関数 (127)

と (129)式を用いた Bethe-Salpeter方程式の解 (124)である。この Πは明らかに対称テンソルで

ある。

最後に、微分形式のエネルギー保存則を導出する。この目的のためには、(152)式の代わりに、

次式で定義されるエネルギー密度の表式から出発するのが便利である。

E(1) ≡ h̄2

2m
∇′

1 ·∇1〈ψ̂†
H(1′)ψ̂H(1)〉

∣∣
1′=1

+
1
2

∫
d3r′1 V (r1−r′1)〈ψ̂

†
H(1)ψ̂†

H(1′)ψ̂H(1′)ψ̂H(1)〉. (165)

ただし、この表式に関しては t′1 = t1である。(165)式を時間について微分し、その結果現れる場

の演算子の時間微分を (144)式を用いて消去し、さらに、相互作用項に関する 1次の勾配展開を

(160)式の導出と同じ手続きで行う。このようにして、微分形式で表された次のエネルギー保存則

を得る。
∂E(rt)

∂t
+ ∇ · jε(rt) = −j(rt) · ∇U(rt). (166)

ここで、jεはエネルギー流束密度を表し、演算子

ĵ(rt) ≡ h̄

2mi
(∇−∇′)ψ̂†

H(r′t)ψ̂H(rt)
∣∣
r′=r

, (167)

を用いて以下のように定義されている。

jε(rt) ≡
h̄4σ

4m2
(∇−∇′)∇·∇′G12(rt, r′t)

∣∣∣∣
r′=r

+
1
2

∫
dr̄V (r̄)〈ψ̂†

H(r−t)ĵ(r+t)ψ̂H(r−t)〉

−1
4

∫
d3r̄ r̄

∂V (r̄)
∂r̄

·
[
〈ψ̂†

H(r−t)ĵ(r+t)ψ̂H(r−t)〉 + 〈ψ̂†
H(r+t)ĵ(r−t)ψ̂H(r+t)〉

]
. (168)
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(166)式における E と jεには微分演算子がかかっているので、(165)式と (168)式は局所近似で評

価するのが妥当である。それは、(158)式と (162)式の導出と同じ手続きにより実行でき、以下の

表式を得る。

E =
1
2
mnv2 + Ei, (169a)

jε =
1
2
mnv2v + Eiv + Πv + jQ. (169b)

ただし、Πは (164)式で与えられ、また Eiと jQは局所運動量 p̄=p−mvを用いて次式で定義さ

れている。

Ei(rt) ≡ h̄

∫
d3p dε

(2πh̄)4
p̄2

2m
A(pε, rt)φ(pε, rt)

+
ih̄σ

2

∫
d3p dε

(2πh̄)4
[ΣR(pε, rt)G12(pε, rt) + Σ12(pε, rt)GA(pε, rt)], (170a)

jQ(rt) ≡ h̄

∫
d3p dε

(2πh̄)4
p̄2

2m2
p̄A(pε, rt)φ(pε, rt)

+
(ih̄)2

2

∫
d3q dω

(2πh̄)4

∫
d3p dε

(2πh̄)4

∫
d3p′dε′

(2πh̄)4
1
m

(
2p̄Vq + q

q · p̄
q

dVq

dq

)
×

[
K12,12(pε,p′ε′;qω, rt) + (2πh̄)4δ(q)δ(ω)G12(pε, rt)G12(p′ε′, rt)

]
. (170b)

ここで、(170a)式の導出には (145)式を用いた。Eiは流体と共に動く局所座標におけるエネルギー

密度、すなわち内部エネルギー密度を表し、また、jQは熱流束密度ベクトルである。

(169)式を (166)式に代入し、(157)式と (163)式を用いて変形すると、エネルギー保存則を表

す以下の方程式を得る。
∂Ei

∂t
+ ∇ · (Eiv + jQ) +

∑
ij

Πij
∂vj

∂ri
= 0. (171)

v = 0のとき、この方程式は熱伝導方程式に簡略化される。

(157)式と (163)式および (171)式は、それぞれ、微分形式の粒子数と運動量およびエネルギー

の保存則であり、そこに現れる物理量は (156)式と (164)式および (170)式で定義されている。こ

れらの物理量は、(70)式と (72)式および局所近似の (124)式を解くことで、全て微視的に計算可

能である。

8 輸送方程式と流体力学

流体力学は、通常、統計力学とは無関係に、局所的な粒子数・運動量・エネルギー保存則に基

づいて、力学的・決定論的に構成される [49]。そのようにして得られる Navier-Stokes方程式は、

非線形発展方程式の典型例となっており、また、乱流・カオス・パターン形成など非平衡系に特有

な現象を内包している。しかし流体力学は、本来、多粒子系の平均的な運動を記述する学問分野

であり、統計力学と密接な関連があるはずである。
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ここでは、単原子分子からなる古典希薄気体を例に取り、流体力学の方程式が輸送方程式から

導出できることを見てゆく。具体的には、Boltzmann方程式を出発点とし、Enskogによる「局所

平衡からの展開」[50, 51] を用いて流体力学の方程式を導く。この考察は、流体力学的方程式の微

視的基礎づけを与えるだけでなく、流体における確率分布関数の形を決定することも可能にする。

そして、この確率分布関数を用いて 6章の考察を行えば、流体中の二体相関関数や揺らぎの計算

も実行できる。すなわち、流体という典型的非線形非平衡系に対して、平衡系と同様の扱いが可

能になるのである。このように、非平衡系は神秘的でも何でもなく、統計力学の射程内にあり、輸

送方程式はその解明に対する基礎を提供している。この考察を通して、パターン形成や乱流など

非平衡現象の宝庫である流体力学も、実際は熱平衡状態に近いということを感じて頂ければ幸い

である。

ここで扱う主題は古典的な内容で、例えばChapmanとCowlingによる教科書 [50]やHirschfelder

らによる著書 [51]に詳述されている。あえてここで取り上げるのは、希薄古典気体に限定されたそ

れらの内容が、場の量子論による量子輸送方程式を用いることで、強相関効果・量子効果・揺らぎ

の効果等に関連して、今後さらに理解が深まると期待されるからである。またChapman-Cowling

や Hirschfelderらによる考察においては粘性係数などの輸送係数を求めることが主目的なのに対

し、ここでの考察は、将来における揺らぎの計算等も視野に入れ、「流体中の分布関数を求める近

似法」との視点に立って流体力学の方程式を導出する。導出の詳細は文献 [52]による。

考察の出発点は (86)式の Boltzmann方程式で、改めて書き下すと次のようになる。

∂f

∂t
+

p
m

· ∂f

∂r
− ∂U

∂r
· ∂f

∂p
= Ip[f ]. (172)

右辺の Ip[f ]は衝突積分で、古典希薄気体に対する表式は、(86b)式で交換効果を無視する近似

σVp−p3V
∗
p−p4

→ 0を採用し、さらに高温極限 (1+σf) → 1をとることで得られる。さらに変数変

換 p2 =p+q、p3 =P−q′/2、p4 =P+q′/2を行うと、Ip[f ]が以下のように表現できる。

Ip[f ] =
∫

d3q

(2πh̄)3
q

m

∫
dσ [fp+(q−q′)/2fp+(q+q′)/2−fpfp+q]. (173)

ただし、dσ=dΩq′
∫

dq′δ(q′−q)
[
m|V(q′−q)/2|/4πh̄2

]2 は散乱の重心座標での微分散乱断面積であ

り [53]、また、dΩq′ は q′方向の微小立体角を表す。特に、「Vq =一定」である接触相互作用の微

分散乱断面積は、a≡m|V |/4πh̄2で定義される散乱長を用いて、

dσ = a2dΩq′

∫
dq′δ(q′ − q), (174)

と表される。この表式は、半径 aを持つ剛体球の二体散乱による微分散乱断面積の表式に他なら

ない [53]。以下では、簡単のため、この接触相互作用の場合を考えることにする。

次に、Boltzmann方程式から得られる粒子数・運動量・エネルギー保存則を書き下す。それら

に関与する基本的物理量は、粒子密度 n(r, t)、速度 v(r, t)、温度 T (r, t)、流体と共に動く局所座

標系でみた運動量流束密度テンソル Π(r, t)、および熱流束密度ベクトル jQ(r, t)で、局所運動量
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p̄≡p − mvを用いて以下のように定義されている。

n(r, t) =
∫

d3p

(2πh̄)3
f(p, r, t), (175a)

v(r, t) =
1

n(r, t)

∫
d3p

(2πh̄)3
p
m

f(p, r, t), (175b)

T (r, t) =
2

3kBn(r, t)

∫
d3p

(2πh̄)3
p̄2

2m
f(p, r, t), (175c)

Π(r, t) =
∫

d3p

(2πh̄)3
p̄p̄
m

f(p, r, t), (175d)

jQ(r, t) =
∫

d3p

(2πh̄)3
p̄2

2m

p̄
m

f(p, r, t). (175e)

これらの表現は、また、一般的な表式である (156a)式、(156b)式、(170a)式、(164)式および (170b)

式から、次の操作によっても得られる。すなわち、相互作用項を無視し、(85)式で定義された分

布関数 f を用いて書き換え、さらに内部エネルギー密度 Eiを単原子理想気体の表式 Ei = 3
2nkBT で

近似する。

以上の準備の下で、粒子数・運動量・エネルギー保存則を導出する。具体的には、(172)式にそ

れぞれ 1、p/mおよび p̄2/2mを掛け、pに関する 3次元積分を実行する。すると、(173)式の衝突

積分からの寄与は消えることが確認できる。これは、二体衝突に際して全粒子数・運動量・エネ

ルギーが変化しないためである。対応する保存則は、(175)式の物理量を用いて以下のように表現

できる。
∂n

∂t
+ ∇(nv) = 0, (176a)

∂v
∂t

+ v·∇v +
1

mn
∇Π +

∇U

m
= 0, (176b)

3
2
nkB

(
∂T

∂t
+ v · ∇T

)
+ ∇· jQ + Π :∇v = 0. (176c)

ただし、A :Bはテンソル積 A :B≡
∑

ij AijBjiを表す。これらの式は、一般の場合の保存則であ

る (157)式、(163)式および (171)式の古典希薄気体版である。実際、(176a)式と (176b)式はそれ

ぞれ (157)式と (163)式に見かけ上同じであり、また (176c)式は (171)式で Ei = 3
2nkBT と置くこ

とにより得られる。

さて、Boltzmann方程式 (172)は、(p, r, t)を変数とする非線形偏微分方程式である。この問題

を、(r, t)を変数とする連立偏微分方程式 (176)を解く問題に簡略化することを考える。このため

の標準的手法は、Enskogによる「局所平衡からの展開」[50, 51] を採用することである。まず、分

布関数 f を次のように展開する。

f(p, r, t) = f (le)(p, r, t)
[
1+ϕ(1)(p, r, t) + · · ·

]
. (177)

ここで、f (le)は、p̄ ≡ p − mvを変数とする局所平衡分布

f (le) =
(2πh̄)3n

(2πmkBT )3/2
exp

(
− p̄2

2mkBT

)
, (178)
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を表す。この f (le) は、次の二つの条件を満足するように選んだ [50, 51]： (i) Ip[f ] が消えるとい

う局所平衡の条件； (ii) (175a)-(175c)式をそれ自体で満足する。それゆえ、(177)式における高

次の補正項 ϕ(j) (j =1, 2, · · · )は、以下の条件を満たす必要がある。∫
d3p

(2πh̄)3
p̄nf (le)ϕ(j) = 0 (n=0, 1, 2). (179)

局所平衡分布 f (le)には 5つの未知関数 (n,v, T )が挿入されており、その数は保存則を表す発展方

程式 (176)の数と一致する。残された問題は、それらの方程式におけるその他の未知関数Πと jQ

を、(n,v, T )とそれらの導関数を用いて表現することである。それにより、(176)式が (n,v, T )に

対する閉じた方程式となる。ちなみに、f (le) は、また、(82)式と (83)式を用いた分布関数 (85)の

高温極限としても得られることに注意しておく。

展開 (177)を Boltzmann方程式 (172)に代入し、左辺の微分演算子を局所平衡からの展開にお

ける 1次のオーダーの微小量とみなす。また、Ip[f (le)] = 0に注意すると、1次のオーダーに関し

て次の方程式を得る。

∂f (le)

∂t
+

p
m

· ∂f (le)

∂r
+ ∇U · p̄

mkBT
f (le) = I

(1)
p [f ]. (180)

ここで、右辺の I
(1)
p [f ]は、(173)式と (177)式より以下のように与えられる。

I
(1)
p [f ] =

∫
d3q

(2πh̄)3
q

m

∫
dσ f

(le)
p f

(le)
p+q

(
ϕ

(1)
p+(q−q′)/2 + ϕ

(1)
p+(q+q′)/2 − ϕ

(1)
p − ϕ

(1)
p+q

)
. (181)

次に、(180)式における f (le)の微分項を、(178)式を用いて (n,v, T )の導関数で表現する。さらに、

その結果現れる時間微分項を、局所平衡近似での保存則 (176)を用いて消去する。その際、(175)

式に f = f (le)を代入して得られる次の関係式を考慮する。

Π(le) =P1, j(le)Q =0. (182)

ただし、P ≡nkBT は局所平衡系の圧力を表し、また、1は単位テンソルである。このようにして、

(180)式の左辺が以下のように変形できる。

∂f (le)

∂t
+

p
m

· ∂f (le)

∂r
+

p̄ · ∇U

mkBT
f (le) = f (le)

[
2
(
kk− k2

3
1
)

:∇v +
(

k2− 5
2

)
p̄
m

·∇ lnT

]
. (183)

ただし、kは以下で定義された無次元ベクトルである。

k ≡ p̄/
√

2mkBT . (184a)

これに加えて、次の二つの無次元量

v̂ ≡
√

2kBT

m
v, r̂ ≡ n−1/3r, (184b)

および平均自由行程

l ≡ 1
4
√

2πa2n
, (185)
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を導入しておく。これらを用いて (174)式と (178)式を書き換えた後、(181)式に代入して運動量

積分を無次元化し、その結果と (183)式を (180)式のそれぞれ右辺と左辺に代入する。すると、以

下の無次元の方程式が得られる。

2
√

2
√

πln1/3

∫
d3q

4π

∫
d3q′

4π

δ(q′−q)
q

e−k2−(k+q)2
[
ϕ

(1)
k+(q−q′)/2 + ϕ

(1)
k+(q+q′)/2−ϕ

(1)
k −ϕ

(1)
k+q

]
= e−k2

[
2
(
kk− k2

3
1
)

:∇̂v̂ +
(

k2− 5
2

)
k·∇̂ lnT

]
. (186)

ただし、∇̂≡∂/∂r̂を導入し、また、ϕ(1)を k≡ p̄/
√

2mkBT の関数として再定義した。同様にし

て、(179)式は ∫
d3k e−k2

knϕ
(1)
k = 0 (n = 0, 1, 2), (187)

と書き換えられる。(186)式は、(187)式を補助条件とする ϕ
(1)
k の線型積分方程式とみなせる。

(186)式の右辺の形より、解として次の形を採用する [50, 51]。

ϕ
(1)
k = −ln1/3

[
A5/2(k2)

(
kk − k2

3
1
)

: ∇̂v̂ + A3/2(k2)k·∇̂ lnT

]
. (188)

ここでA5/2とA3/2は二つの未知関数で、それらを指数α=5/2, 3/2で区別する理由は以下で明ら

かになる。(188)式を (186)式に代入すると、Aαに対する分離した二つの方程式

2
√

2√
π

∫
d3q

4π

∫
d3q′

4π

δ(q′−q)
q

e−k2−(k+q)2
[
T α
k + T α

k+q − T α
k+(q−q′)/2 − T α

k+(q+q′)/2

]
= e−k2Rα

k

(189)

が得られる。ここで、Rα
kと T α

k はテンソルで、その具体形は、表 1に基本テンソルWα
k を用いて

与えられている。右辺の因子 e−k2
は、k2を変数とみなすとき、Sonineの多項式 [50, 51]の直交関

係に現れる重み関数に一致する。そこで、(189)式を効率よく解くために、Aα(ε)を Sonineの多

項式 Sα
` (ε)を用いて以下のように展開する。

Aα(ε) =
∞∑

`=0

aα
` Sα

` (ε). (190)

二つの方程式に対して異なる指数 α =5/2, 3/2を持つ Sonineの多項式用いたのは、(189)式の右

辺を単一成分のみが有限の値を持つベクトルに変換し、方程式を効率よく解くという便宜上の理

由からである。(188)式、(190)式および Sα
` (ε)の直交性を用いると、補助条件 (187)は、次の一

つの条件に簡略化される。

a
3/2
0 = 0. (191)

α Wα
k Rα

k T α
k

5/2 kk−(k2/3)1 2Sα
0 (k2)Wα

k Aα(k2)Wα
k

3/2 k −Sα
1 (k2)Wα

k Aα(k2)Wα
k

表 1: (189)式に現れるテンソルの定義式。Sα
0 (ε)=1と Sα

1 (ε)=1+α−εは Sonineの多項式。
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α aα
0 aα

1 aα
2 aα

3 aα
4

5/2 2.2511 0.1390 0.0233 0.0058 0.0018

3/2 0 −1.7036 −0.1626 −0.0371 −0.0117

表 2: (192)式を数値的に解くことにより得られた aα
` の値。

それゆえ、以下では、α = 3/2に対する (190)式の展開から ` = 0の項を除くことにする。次に、

(189)式と Sα
` (k2)Wα

k /4π のテンソル積 (α = 5/2)あるいはベクトル積 (α = 3/2)をとり、続けて

kに関する３次元積分を実行する。すると、(189)式は、aα
` に関する次の線型連立代数方程式に変

換される。 ∑
`′

T α
``′a

α
`′ = Rα

` . (192)

ここで、Rα
` の定義とその具体形は下記の通りである。

Rα
` ≡

∫
d3k

4π
e−k2

Sα
` (k2) (Wα

k ,Rα
k) =


5
4
√

π δ`0 : α = 5/2

−15
16

√
π δ`1 : α = 3/2

. (193)

ただし、(W,R)は、α=5/2と 3/2について、それぞれテンソル積W : R ≡
∑

ij WijRjiとベク

トル積W ·R ≡
∑

i WiRiを表すものとする。また、(192)式の T α
``′ は、k 積分における変数変換

k → k − q/2により、以下のように表せる。

T α
``′ =

2
√

2√
π

∫ ∞

0
dk e−2k2

k2

∫ ∞

0
dq e−q2/2q3

∫ ∞

0
dq′ δ(q′−q)

×
[
Iα
``′(k, q, q)+Iα

``′(k, q,−q) − 2Iα
``′(k, q, q′)

]
. (194)

ここで、Iα
``′(k, q, q′)は、

Iα
``′(k, q, q′) ≡

∫
dΩq

4π

∫
dΩq′

4π
Sα

` ((k−q/2)2)Sα
`′((k−q′/2)2)(Wα

k−q/2,W
α
k−q′/2), (195)

で定義され、また、Iα
``′(k, q, q)と Iα

``′(k, q,−q)は、(195)式でそれぞれ k − q′/2 → k − q/2およ

び k + q/2と置くことにより得られる。

(194)式の行列要素の最初の数項は、解析的に容易に計算でき、T 5/2
00 =T 3/2

11 =1、T 5/2
01 =T 3/2

12 =

−1/4、T 5/2
11 =205/48および T 3/2

22 =45/16と求まる。また、一般の ``′に関する行列要素も数値的

に簡単に評価できる。そのようにして計算された T α
``′ を用い、かつ、無限次元行列 (T α

``′)を有限の

`cで打ち切る近似を採用すると、(192)式は数値的に容易に解くことができ、その際の誤差も `cを

変化させることで見積もることができる。表 2には、そのようにして得られた aα
` の収束値を示し

た。例えば、a
5/2
0 と a

3/2
1 の値は、それぞれ `c =0および 1 として得られる 5

√
π/4と−15

√
π/16

よりも絶対値にしてわずか 2%大きいだけである。このように、Sonine多項式展開による有限項

近似は、極めて速い収束をもたらす。
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(175d)式と (175e)式に (177)、(178)、(188)式を代入すると、運動量流束密度テンソルと熱流

束密度ベクトルの表式が、展開の 1次までのオーダーで以下のように得られる。

Πij = Pδij − mnν

(
∂vi

∂rj
+

∂vj

∂ri
− δij

2
3
∇·v

)
, (196a)

jQ = −Cpκ
∂T

∂r
. (196b)

ここで、P = nkBT は単原子理想気体の圧力を表し、Cp = 5
2nkBは定圧比熱である。また、ν と

κはそれぞれ動粘性係数および熱拡散係数と呼ばれ、(185)式の平均自由行程 lと表 2に与えた係

数 a
5/2
0 および a

3/2
1 を用いて以下のように定義されている。

ν =
1
4
l

√
2kBT

m
a

5/2
0 , (197a)

κ = −1
2
l

√
2kBT

m
a

3/2
1 . (197b)

これらの係数は明らかに同じ次元を持つ。それらの比Pr ≡ ν/κはPrandtl数と呼ばれ [50]、流体を

特徴づける基本的無次元量の一つとなっている。表 2と (197)式を用いて得られる理論値Pr = 0.66

は、1気圧 273Kの Arにおける値 0.67など、多くの単原子気体の値ときわめて良い一致を示す

[51]。

以上のように (n,v, T )およびそれらの導関数を用いて、未知関数 Πと jQを (196)式のように

表現できた。これらを代入した (176)式は、(n,v, T )を決める閉じた方程式系を構成する。特に、

(176b)式はNavier-Stokes方程式に他ならず [49]、また、(176c)式で v = 0と置くと熱伝導方程式

に帰着する。これらの方程式が「局所平衡からの 1次までの展開」を用いて導出されたことを改め

て強調しておく。従って、その正当な適用範囲内で (176)式と (196)式を解いて得られる (n,v, T )

に対しては、f の熱平衡分布からのずれは小さく、(178), (188), (190)式および表 2の係数を用い

て、(177)式のように表せる。このように、乱流やパターン形成など様々な非平衡現象の宝庫であ

る流体力学の対象も、そのエネルギーのほとんどは、平衡統計力学で記述できる熱で占められて

いるのである。得られた分布関数 (177)を用いると、流体中の揺らぎが第 6章の方法で計算可能で

あることを再度指摘しておく。

9 まとめと展望・課題

非平衡多体系の力学的な時間発展を記述する量子輸送方程式について解説した。用いた手法は

Keldyshグリーン関数法による非平衡多体摂動展開で、その積分経路と Feynman則は、熱平衡状

態のものに多少の変更を加えることで得られる (第 2章参照)。熱平衡状態の松原グリーン関数が

スペクトル関数Aにより完全に決定されるのに対し、非平衡Keldyshグリーン関数には一粒子分

布関数 φが余分の未知関数としてつけ加わる (3.1節参照)。それら二つの関数に対する自己無撞着

非線形発展方程式が Dyson方程式 (54)に他ならない。量子輸送方程式は、その Dyson方程式を

Moyal積を用いてWigner表示に変換した後、勾配展開を 1次で打ち切る近似により導出され、時
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間・空間について一階の非線形偏微分方程式である (第 3章参照)。それは、遅延グリーン関数に対

するDyson方程式 (70) および分布関数に対する (72)式で与えられ、Aと φに対する閉じた方程式

系を構成する。そこに現れる自己エネルギーは局所近似で評価するのが妥当である (3.4節参照)。

この量子輸送方程式においてスペクトル関数Aの情報を積分で消去すると、通常のBoltzmann方

程式や準古典方程式が得られる (第 4章参照)。

勾配展開を 1次で打ち切る近似が正当化されるのは、系の微視的な長さと時間のスケールであ

る粒子間の平均間隔および h̄/ε0 (ε0：系の特徴的エネルギー)に較べ、系の巨視的な空間・時間変

化が緩やかな場合であり、この条件は多くの非平衡系に当てはまる。この近似あるいは「粗視化」

のもとで得られた分布関数に対する輸送方程式 (72)からは、また、非平衡状態におけるエントロ

ピーの情報を取り出せることも明らかになった (3.5節参照)。その時間発展は、一階偏微分方程式

である連続の式 (76)で与えられる。そして、孤立系における分布関数 φは Bose/Fermi分布に漸

近して衝突積分がゼロとなり、また、エントロピーの増大もなくなって平衡状態の値に落ち着く

(3.6節参照)。以上のように、非平衡系における「エントロピー」の微視的表現が得られ、また、

それがどのような条件下あるいは粗視化の下で定義できるかを明らかにできた。系を純粋に力学

的に扱うにも関わらず、なぜエントロピーの概念が現れ、また「非可逆性」が生じたのかという

疑問が湧くかもしれない。しかし、ここでの取り扱いは、確率概念である「分布関数」の時間変

化を純力学的に追うという手法を用いている。そして、この分布関数の時間発展は、系の「乱雑

さ」が増大する圧倒的多数の初期分布を反映する。これが、ここでの扱いで「非可逆性」あるい

は「時間の矢」が生じる理由であると考えられる [29]。

ここで得られた方程式は、また、平衡状態において遅延グリーン関数に対するDyson方程式に

帰着し、松原グリーン関数を用いた平衡統計力学を包含する。つまり、平衡統計力学の自然な拡

張としての非平衡動力学である。非平衡動力学としてはLangevin方程式などの確率微分方程式に

基づくものもある。しかし、これらの方程式は、一般に確率変数を用いて、定常状態としての熱

平衡状態を再現するように人工的に構成されている [4]。従って、純非平衡系への適用に疑問が残

る。一方、ここでの手法は分布関数を純力学的に発展させるものであり、そのような問題はない

と考えられる。また、ハミルトニアン (14)を用いたここでの考察は、表面における熱浴との相互

作用を力学的に取り込むことにより、熱流や運動量流のある場合にも適用可能であろう。さらに、

二体相関や揺らぎも第 6章の手法で計算できる。この意味で、場の量子論を用いた非平衡統計力

学は「確立」しており、そこに原理的問題はないと考えている。

松原グリーン関数を用いた場の量子論の手法は、電子系や 3Heなどに適用され、その物性の理

論的解明に大きな役割を果たしてきた。それは、今や、物性理論における必須の道具となっている

[8]。その自然な拡張として得られた量子輸送方程式は、非平衡系の理論的解明に大きく役立つと

期待できるであろう。平衡系と非平衡系とはいったい何が異なるのであろうか？ 平衡系のGibbs

分布などに相当する非平衡定常系における普遍的な分布あるいはポテンシャルは存在するであろ

うか？ 輸送方程式を用いて非平衡系を扱うことで、このような問いにも一定の答えが得られると

考えている。例えば、後者の問いに関しては、輸送方程式を解くことで非平衡系の時間発展を追
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うことが可能であり、その到達点としての非平衡定常状態の性質を調べればよいことになる。非

平衡系は、これまで一般に、決定論的な非線形発展方程式に基づいて解析されてきた [5]。第 8章

の考察からは、それらが系の平均的挙動のみを記述し、揺らぎの効果を無視していることがわか

る。また、それら非線形偏微分方程式の正当な適用範囲においては、平衡状態からの逸脱の程度

は小さい。ここから一歩下がってより微視的な視点に立ち、分布関数の発展方程式、すなわち、輸

送方程式から出発することで、非平衡系における揺らぎや様々な「非平衡相転移」の性質につい

ても解明が進むものと思われる。

輸送方程式そのものに関しても未だに数多くの問題が残されている。そのいくつかを挙げると

以下のようになる。(i) 3.6節における 2次摂動でのH 定理を高次まで拡張して一般的証明にする

こと。(ii) ここでの輸送方程式の導出は、Moyal展開を 1次で打ち切り、次いで左 Dyson方程式

と右Dyson方程式が等価になるような近似を用いて行った。一般に、ある次数でMoyal展開を打

ち切ったとき、どのような近似の下で左Dyson方程式と右Dyson方程式が等価になるかを明らか

にすること。(iii) 結晶中の電子に対して、周期ポテンシャルによるバンド間散乱の効果を含む輸

送方程式を導出すること。(iv) 超伝導・超流動状態への適用。

量子輸送方程式を用いた非平衡統計力学は、未開拓の魅力的な分野である。本稿を読んだ読者

に、この分野への興味を持って頂いたとしたら、筆者にとって望外の喜びである。

Appendix A. 第二量子化

第二量子化は、多粒子系を簡便に記述するために必要不可欠な数学的手法であり、学部レベル

の量子力学できちんと学んでおくべき主題である。それにもかかわらず、基礎からしっかりと学

べる教科書が少ないように感じる。私自身も第二量子化で躓いた覚えがある。

ここでは、まず、同種多粒子系が持つ置換についての対称性から説き起こし、その置換対称性

を表現する便利な手法として第二量子化を導入する。

A.1　置換

まず、置換についての基礎的事項を説明する。数学的な証明は文献 [54]を参照されたい。置換

(permutation)は、N 個の席に座っているN 人の人が互いに席を入れ替える操作を意味し、その

演算子 P̂ は以下のように表すことができる。

P̂ =

(
1 2 3 · · · N

p1 p2 p3 · · · pN

)
. (198)

ここで、第二行の piは、iに座っていた人が piに席を移したことを表す。従って、各 piは 1からN

までの中の一つの値をとり、それらの間に重複はない。相異なる P̂ の数はN !である。置換の中

で、特に、円状に配置された席に座った人が次々と隣の席に移動するような置換を巡回置換 (cyclic
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permutation)と呼ぶ。それは以下の演算子で表すことができる。

Ĉ =

(
1 2 3 · · · k − 1 k

2 3 4 · · · k 1

)
≡ (1 2 3 · · · k). (199)

さらに、置換の中で特別なものとして、二人の人が互いに席を入れ替える「互換」があり、

P̂12 ≡

(
1 2
2 1

)
≡ (1 2), (200)

と表すことができる。

任意の置換は巡回置換の積として表せる。例を一つ挙げよう。

P̂a ≡

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 4 1 3

)
= (4) (3 6) (1 2 5) ≡ (3 6) (1 2 5). (201)

このように恒等置換 (4)は書くのを省くことにする。さらに、巡回置換は互換の積に書くことがで

き、具体的に以下のように確かめることができる。(
1 2 · · · k−2 k−1 k

2 3 · · · k−1 k 1

)
= (1 2) (1 3) · · · (1 k−1)(1 k).

ここで、右辺における演算は、右から左へと順に行うものとする。以上の二つの事実から、「任意

の置換は互換の積に書くことができる」ことが結論される。例えば、(201)式の置換 P̂aは、

P̂a = (3 6) (1 2) (1 5)

と表すことができる。例をもう一つ挙げる。

P̂b ≡

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 3 1 4

)
= (3 6 4) (1 2 5) = (3 6) (3 4) (1 2) (1 5).

各々の置換を互換の積で表したとき、互換の数が偶数であるか奇数であるかは、互換の仕方によ

らない。例えば、上の P̂aは奇数個の互換の積として、また、P̂bは偶数個の互換の積として表され

ている。そこで、ある置換を互換の積で表したとき、その数が奇数個の置換を「奇置換」、偶数個

の置換を「偶置換」と呼ぶことにする。特に「互換」は「奇置換」であることに注意しておく。

A.2　同種多粒子系の置換対称性

同種粒子からなる多粒子系においては、質量などの粒子の属性が同じであるために、置換に関

連した特別の対称性が備わっている。典型例として、N 粒子系に対する次のハミルトニアンを考

えよう。

Ĥ =
N∑

j=1

[
p̂2

j

2m
+ U(rj)

]
+

∑
i<j

V (|ri − rj |) ≡
N∑

j=1

ĥ
(1)
j +

∑
i<j

ĥ
(2)
ij . (202)
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ここで、U と V は、それぞれ 1体ポテンシャルと相互作用ポテンシャルである。このハミルトニ

アンは任意の置換 P̂ と可換であり、

P̂ ĤP̂−1 = Ĥ (203)

を満たす。例えばN = 2の 2粒子系を考えると、上式は次のように証明できる。

P̂12ĤP̂−1
12 =

[
p̂2

2

2m
+

p̂2
1

2m
+ U(r2) + U(r1) + V (|r2 − r1|)

]
P̂12P̂

−1
12 = Ĥ.

このように、置換は、ハミルトニアンにおける和の順序を変えるのみであり、ハミルトニアンそ

のものを不変に保つ。(203)式より、P̂ と Ĥ は同時対角化可能であり、また、Ĥ に時間依存性が

ない場合には、P̂ の期待値も時間変化しないことがわかる。

そこで、まず、互換 P̂12の固有値を求める。P̂ 2
12は明らかに恒等演算子である。従って、P̂12の

固有値を σとすると、それは σ2 = 1を満たすことがわかる。これより σ = ±1が結論される。す

なわち、同種粒子系の波動関数は、互換により不変であるか符号を変えるかのいずれかである。固

有値 σと粒子の持つスピンの大きさとの関連が Pauliにより明らかにされた (Pauli, 1940年)。そ

れによると、以下の対応関係がある。

σ =

{
+1 (Bose粒子)
−1 (Fermi粒子)

←→ スピンは


0, 1, 2, · · · (整数)

1
2
,
3
2
,
5
2
, · · · (半整数)

.

例えば、電子、陽子、中性子などはいずれもスピン 1/2を持つ Fermi粒子であり、光子はスピン

1を持つ Bose粒子である。また、複合粒子である水素原子は、陽子 1個と電子 1個からなってお

り、その全スピンは 0あるいは 1の整数値をとるため、全体として Bose粒子の振舞いをする

以上は互換についての考察であるが、任意の置換 P̂ への一般化も容易である。それには、「任意

の置換が互換の積として表すことができ、その互換の数の偶奇はその置換に固有である」という

上記の定理を思い起こせばよい。従って、P̂ の固有値として

σP ≡

{
1 ：偶置換
σ ：奇置換

(204)

を得る。

最後に、P̂ の波動関数への作用をあらわに書き下しておく。N 粒子系の波動関数を

Ψν(x1, x2, · · · , xN ) (205)

と書くことにする。ここで、νはN 粒子系の波動関数を指定する量子数であり、また、xj ≡ rjαj

は空間座標 rj とスピン座標 αj を一まとめに表すものとする。(198)式の置換 P̂ をΨν に作用させ

るということは、定義として次の操作を意味する。

P̂Ψν(x1, x2, · · · , xN ) ≡ Ψν(xp1 , xp2 , · · · , xpN ). (206a)

一方、Ψν は P̂ の固有関数であり、その固有値は σP である。このことを具体的に表現すると、以

下のようになる。

P̂Ψν(x1, x2, · · · , xN ) = σP Ψν(x1, x2, · · · , xN ). (206b)
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A.3 P̂ の固有空間の構成

(206)式は、同種多粒子系の波動関数が P̂ の固有状態であり、対称化 (Bose粒子)あるいは反対

称化 (Fermi粒子) されていなければならないことを表している。以下では、この同種粒子が棲む

特殊な空間を、場の演算子を用いて簡便に構成する。

まず、調和振動子の生成消滅演算子 [55]に倣って、場の演算子 ψ̂と ψ̂†を、次の交換関係を満た

すものとして数学的に導入する。

[ψ̂(x), ψ̂†(x′)]σ ≡ ψ̂(x)ψ̂†(x′) − σψ̂†(x′)ψ̂(x) = δ(x, x′), (207a)

[ψ̂(x), ψ̂(x′)]σ = [ψ̂†(x), ψ̂†(x′)]σ = 0. (207b)

ここで、δ(x, x′) ≡ δ(r − r′)δαα′ である。次に、真空ケット |0〉と真空ブラ 〈0|を次式により定義
する。

ψ̂(x)|0〉 = 0, 0 = (ψ̂(x)|0〉)† = 〈0|ψ̂†(x), 〈0|0〉 = 1. (208)

以上が P̂ の固有空間を構成するための基本的演算子と状態ベクトルである。

上記の演算子と真空ブラケットを用いて、状態ベクトル |x1x2 · · ·xN 〉とそのエルミート共役を
以下のように導入する。

|x1x2 · · ·xN 〉 ≡ 1√
N !

ψ̂†(x1)ψ̂†(x2) · · · ψ̂†(xN )|0〉, (209a)

〈x1x2 · · ·xN | ≡ |x1x2 · · ·xN 〉† =
1√
N !

〈0|ψ̂(xN ) · · · ψ̂(x2) · · · ψ̂(x1). (209b)

この状態空間 |x1x2 · · ·xN 〉は、場の演算子の交換関係により、自動的に P̂ の固有空間となってい

る。実際、交換関係 ψ̂†(x2)ψ̂†(x1) = σψ̂†(x1)ψ̂†(x2)を用いて、|x2x1x3 · · ·xN 〉 = σ|x1x2x3 · · ·xN 〉
を示すことができる。また、一般の P̂ についても

|xp1xp2 · · ·xpN 〉 = σP |x1x2 · · ·xN 〉 (210)

が成立する。

状態ベクトル |x1x2 · · ·xN 〉は次の規格直交条件を満たす。

〈y1y2 · · · yM |x1x2 · · ·xN 〉 =
δMN

N !

∑
P̂

σP δ(y1, xp1)δ(y2, xp2) · · · δ(yN , xpN ). (211)

これは、恒等式

ψ̂(y1)ψ̂†(x1)ψ̂†(x2) · · · ψ̂†(xN )

= δ(y1, x1)ψ̂†(x2) · · · ψ̂†(xN ) + σδ(y1, x2)ψ̂†(x1)ψ̂†(x3) · · · ψ̂†(xN ) + · · ·

+σN−1δ(y1, xN )ψ̂†(x1) · · · ψ̂†(xN−1) + σN ψ̂†(x1)ψ̂†(x2) · · · ψ̂†(xN )ψ̂(y1) (212)
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を用いて消滅演算子 ψ̂(y)を |0〉のすぐ左に持って来た後、ψ̂(y)|0〉 = 0を用いることで証明でき

る。具体的に、M = N = 2の場合には、次のように示せる。

〈y1y2|x1x2〉 =
1
2!
〈0|ψ̂(y2)ψ̂(y1)ψ̂†(x1)ψ̂†(x2)|0〉

=
1
2!
〈0|ψ̂(y2)

[
δ(y1, x1)ψ̂†(x2) + σδ(y1, x2)ψ̂†(x1) + σ2ψ̂†(x1)ψ̂†(x2)ψ̂(y1)

]
|0〉

=
1
2!

[
δ(y1, x1)δ(y2, x2) + σδ(y1, x2)δ(y2, x1)

]
.

以上で P̂ の固有空間が構成できた。

A.4　多粒子系におけるブラケット・ベクトルの構成

次に置換対称性 (206)を持つ波動関数 (205)に対するブラケット・ベクトルを次式で定義する。

|Ψν〉 ≡
∫

dy1

∫
dy2 · · ·

∫
dyN |y1y2 · · · yN 〉Ψν(y1, y2, · · · , yN ), (213a)

〈Ψν | ≡
∫

dy1

∫
dy2 · · ·

∫
dyN 〈y1y2 · · · yN |Ψ∗

ν(y1, y2, · · · , yN ) = |Ψν〉†. (213b)

ここで、yj = rjαj についての積分は、rj についての積分と αj についての和を意味するものとす

る。このブラ・ベクトルは以下の性質を持つ。

ψ̂(x1)|Ψν〉 =
√

N

∫
dy2 · · ·

∫
dyN |y2 · · · yN 〉Ψν(x1, y2, · · · , yN ), (214a)

ψ̂(x2)ψ̂(x1)|Ψν〉 =
√

N(N − 1)
∫

dy3 · · ·
∫

dyN |y3 · · · yN 〉Ψν(x1, x2, y3, · · · , yN ), (214b)

ψ̂(xN ) · · · ψ̂(x2)ψ̂(x1)|Ψν〉 =
√

N ! |0〉Ψν(x1, x2, · · · , xN ). (214c)

つまり、ψ̂(x)を |Ψν〉に作用することにより、波動関数の座標 xがあらわに引き出されることにな

る。証明は、(206)式と (212)式および積分変数の入れ換えにより、初等的に実行できる。(208),

(209b), (214c)式から次式が得られる。

〈x1x2 · · ·xN |Ψν〉 = Ψν(x1, x2, · · · , xN ) . (215)

この式を (213a)式に代入すると、以下の等式が出てくる。

|Ψν〉 ≡
∫

dx1

∫
dx2 · · ·

∫
dxN |x1x2 · · ·xN 〉〈x1x2 · · ·xN |Ψν〉.

これは次の関係式に等価である。∫
dx1

∫
dx2 · · ·

∫
dxN |x1x2 · · ·xN 〉〈x1x2 · · ·xN | = 1. (216)

言い換えると、|x1x2 · · ·xN 〉は P̂ の固有空間に対する完全系を構成している。

(213)式を用いると、また、P̂ の固有空間にない任意の関数 Ψ̃(x1, x2, · · · , xN )も、容易に対称

化・反対称化することが可能である。実際、状態ベクトル

|Ψ〉 = AN

∫
dy1

∫
dy2 · · ·

∫
dyN |y1y2 · · · yN 〉Ψ̃(y1, y2, · · · , yN ) (217)
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を構成すると、|y1y2 · · · yN 〉の効果により、Ψ̃(y1, y2, · · · , yN )の中で対称・反対称な部分のみが取り出

されることになる。ただし、規格化定数ANは別に決める必要がある。(217)式は、Ψ̃(x1, x2, · · · , xN )

を P̂ の固有空間に埋め込む操作とも見なす事ができる。実際、この |Ψ〉から (215)式を用いて、P̂

の固有空間の波動関数が以下のように構成できる。

Ψ(x1, x2, · · · , xN ) ≡ 〈x1, x2, · · · , xN |Ψ〉 =
AN

N !

∑
P̂

σP Ψ̃(xp1 , xp2 , · · · , xpN ). (218)

ここでの変形に際しては (211)式を用いた。この波動関数は (206)式を満足し、正しい置換対称性

を持っている。

A.5　ブラケット・ベクトルの規格直交性と完全性

(206)式を満たす多粒子系の波動関数Ψν(x1, x2, · · · , xN )が、また、規格直交性と完全性をあわ

せ持つと仮定しよう。そのことは次のように表せる。∫
dx1

∫
dx2 · · ·

∫
dxNΨ∗

ν′(x1, x2, · · · , xN )Ψν(x1, x2, · · · , xN ) = δν′ν , (219a)

∑
ν

Ψν(x1, x2, · · · , xN )Ψ∗
ν(x

′
1, x

′
2, · · · , x′

N ) =
1

N !

∑
P̂

σP δ(x′
1, xp1)δ(x

′
2, xp2) · · · δ(x′

N , xpN ) .

(219b)

一方、これらの関係は、(213)式のブラケット・ベクトルを用いて、以下のように簡潔に表現で

きる。

〈Ψν′ |Ψν〉 = δν′ν ,
∑

ν

|Ψν〉〈Ψν | = 1. (220)

証明は、(220)式の左辺に (213)式を代入し、(206), (211), (216), (219)式を用いることで初等的

に実行できる。

A.6　演算子の行列要素

状態ベクトル |Ψν〉と場の演算子 ψ̂(x)を用いると、同種多粒子系における演算子の行列要素が

簡潔に表現できる。このことを以下で見てゆこう。

(202)式からも明らかなように、同種多粒子系の 1粒子演算子 Ĥ(1)と 2粒子演算子 Ĥ(2)は、一

般に次の形を持つ。

Ĥ(1) ≡
N∑

j=1

ĥ
(1)
j , Ĥ(2) ≡

∑
i<j

ĥ
(2)
ij . (221)

これらの演算子のΨ∗
ν′(x1, x2, · · · , xN )とΨν(x1, x2, · · · , xN )の間の行列要素は、ブラケット・ベ
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クトル 〈Ψν′ |と |Ψν〉 を用いて以下のように表現できる。∫
dx1 · · ·

∫
dxNΨ∗

ν′(x1, · · · , xN )Ĥ(1)Ψν(x1, · · · , xN ) =
∫

dx1〈Ψν′ |ψ̂†(x1)ĥ
(1)
1 ψ̂(x1)|Ψν〉, (222a)∫

dx1 · · ·
∫

dxNΨ∗
ν′(x1, · · · , xN )Ĥ(2)Ψν(x1, · · · , xN )

=
1
2

∫
dx1

∫
dx2〈Ψν′ |ψ̂†(x1)ψ̂†(x2)ĥ

(2)
12 ψ̂(x2)ψ̂(x1)|Ψν〉. (222b)

証明は、右辺に (214)式を代入し、(206)式と (211)式を用いることで初等的に実行できる。

A.7　第一量子化と第二量子化 — 同種多粒子系に対する二つの等価な記述法

以上により、同種多粒子系に対して二つの等価な記述法があることが明らかになった。

第一の方法は「第一量子化」と呼ばれ、通常の演算子と波動関数を用いて行列要素や期待値を

評価する。例えば、ハミルトニアンは (202)式で与えられ、対応する波動関数 (205)は (206)式の

対称性を満たすように構成しなければならない。

一方、第二量子化と呼ばれる場の演算子を用いた記述法では、(202)式のハミルトニアンは

Ĥ =
∫

dx1ψ̂
†(x1)

[
p̂2

1

2m
+ U(r1)

]
ψ̂(x1) +

1
2

∫
dx1

∫
dx2ψ̂

†(x1)ψ̂†(x2)V (|r1 − r2|)ψ̂(x2)ψ̂(x1),

(223a)

と表される。対応する状態ベクトルは、(209)式を用いて

|Ψν〉 =
∫

dx1 · · ·
∫

dxN |x1 · · ·xN 〉Ψν(x1, · · · , xN ), (223b)

で与えられ、規格直交完全性 (220)を満たす。(223)式すなわち第二量子化法は、(222)式より、「第

一量子化」と全く等価な記述を与えることがわかる。

A.8　第二量子化—相互作用のない場合

以下では、相互作用のない系に対して、第二量子化のハミルトニアンと状態ベクトルをあらわ

に書き下しておく。考察するハミルトニアンとして、具体的に下記のものを考える。

Ĥ0 ≡
∫

ψ̂†(x1)
[

p̂2
1

2m
+ U(r1)

]
ψ̂(x1)dx1. (224)

ここで、1粒子ハミルトニアンの固有値問題[
p̂2

1

2m
+ U(r1)

]
ϕk(x1) = εkϕk(x1) (225)

が解けたとし、その固有関数ϕk(x) = 〈x|k〉が以下の完全規格直交関係を満たすものと仮定する。

〈k|k′〉 ≡
∫

ϕ∗
k(x1)ϕk′(x1)dx1 = δkk′ , (226a)∑

k

ϕk(x1)ϕ∗
k(x2) = δ(x1, x2). (226b)
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次に、ϕk(x1)を用いて、場の演算子 ψ̂(x)を下記のように展開する。

ψ̂(x) =
∑

k

ĉkϕk(x), ψ̂†(x) =
∑

k

ĉ†kϕ
∗
k(x). (227)

(207)式と (226)式を用いると、演算子 ĉkと ĉ†kが次の交換関係を満たすことを容易に示せる。

[ĉk, ĉ
†
k′ ]σ = δkk′ , [ĉk, ĉk′ ]σ = [ĉ†k, ĉ

†
k′ ]σ = 0. (228)

(227)式を (224)式に代入し、(225)式と (226a)式を考慮すると、(224)式の Ĥ0が次のように書き

換えられる。

Ĥ0 =
∑

k

εk ĉ
†
k ĉk. (229)

次に、Ĥ0 の固有ブラケット・ベクトルを求めよう。まず、相互作用のない N 粒子系の波動関

数を得るため、1粒子波動関数のN 個の積 Ψ̃ν(x1, x2, · · · , xN ) ≡
∏N

j=1〈xj |kj〉 から出発する。こ
こで ν = (k1, k2, · · · , kN )である。そして、(218)式により P̂ の固有空間への埋め込み作業を行う

と、正しい置換対称性を持った波動関数が以下のように得られる。

Ψν(x1, x2, · · · , xN ) =
AN

N !

∑
P̂

σP 〈x1|kp1〉〈x2|kp2〉 · · · 〈xN |kpN 〉. (230)

特に、Fermi粒子系 (σ = −1)の場合、(230)式は行列式の定義に外ならず [56]、

Ψ(F)
ν (x1, x2, · · · , xN ) =

A
(F)
N

N !
det

 〈x1|k1〉 · · · 〈x1|kN 〉
...

...
〈xN |k1〉 · · · 〈xN |kN 〉

 , (231)

と Slater 行列式として表すことができる。そして、行列式の性質から、(k1, · · · , kN ) もしくは

(x1, · · · , xN )のなかに同一のものがあると Ψ(F)
ν = 0となることが結論される。これは、「二つの

同種粒子が同時に同じ 1粒子状態もしくは (スピンも含めた)同じ 1粒子座標を占めることはでき

ない」というPauli原理に他ならない。このように、「Pauli原理」は実際は「原理」ではなく、同

種粒子系の置換対称性から自然に導かれる法則である。Fermi粒子系の規格化定数A
(F)
N は、kj が

すべて異なることに注意すると、以下のように計算できる。

1 =
∫

dx1 · · ·
∫

dxN |Ψ(F)
ν (x1, · · · , xN )|2 =

(
A

(F)
N

)2

(N !)2
∑
P̂

∑
P̂ ′

(−1)P ′+P
N∏

j=1

〈kp′j
|kpj 〉

=

(
A

(F)
N

)2

(N !)2
∑
P̂

∑
P̂ ′

(−1)P ′+P
N∏

j=1

δp′jpj
=

(
A

(F)
N

)2

(N !)2
∑
P̂

∑
P̂ ′

(−1)P ′+P δP̂ ′P̂ =

(
A

(F)
N

)2

N !
.

これから Fermi粒子系の規格化定数が

A
(F)
N =

√
N ! (232)

と求まる。
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一方、Bose粒子系 (σ = 1)の場合には、同一の kj に複数個の粒子が入ることが可能になる。こ

こでは νとして、k1に n1個、k2に n2個、· · ·、k`に n`個の粒子が存在する場合

ν = (k1, · · · , k1, k2, · · · , k2, · · · , k`, · · · , k`),
∑̀
j=1

nj = N, (233)

を考える。波動関数は再び σ = 1の (230)式で与えられ、kpj は (233)式の νの置換である。対応

する規格化定数は以下のように計算できる。

1 =
∫

dx1 · · ·
∫

dxN |Ψ(B)
ν (x1, · · · , xN )|2 =

(
A

(B)
N

)2

(N !)2
∑
P̂ ′

∑
P̂

N∏
j=1

〈kp′j
|kpj 〉

=

(
A

(B)
N

)2

(N !)2
N !

∑
P̂

N∏
j=1

〈kj |kpj 〉 =

(
A

(B)
N

)2

N !
n1!n2! · · ·n`! .

第三の等式では、P̂ ′が恒等置換の場合を考えて結果をN !倍した。このようにして、Bose粒子系

の規格化定数が

A
(B)
N =

√
N !√

n1!n2! · · ·n`!
(234)

と求まった。

以上で波動関数が得られたので、対応するブラ・ベクトル |Ψν〉 を具体的に書き下そう。まず、
Fermi粒子系の場合を考える。(230)式に (232)式と σ = −1を代入し、その結果をさらに (223b)

式に代入した後、(226)-(228)式を用いて変形すると、|Ψ(F)
ν 〉として次式が得られる。

|Ψ(F)
ν 〉 = ĉ†k1

ĉ†k2
· · · ĉ†kN

|0〉. (235a)

この表現は (231)式に較べてはるかに簡潔である。そして、Slater行列式における列の入れ替え

ki ↔ kj による波動関数の符号変化が、ĉ†ki
と ĉ†kj

の入れ替えによる |Ψ(F)
ν 〉の符号変化に対応する。

特に、ν を構成する kj として 1粒子エネルギーの低いものから順に N 個を選んだ場合の |Ψ(F)
ν 〉

は、相互作用の無い Fermi粒子系における基底状態を表し、「Fermi真空」とも呼ばれる。

一方、Bose粒子系の場合には、(230)式に (234)式と σ = 1を代入し、同様に変形すると、(233)

式の νに対する |Ψ(B)
ν 〉として次式が得られる。

|Ψ(B)
ν 〉 =

(ĉ†k1
)n1

√
n1!

· · ·
(ĉ†k`

)n`

√
n`!

|0〉 . (235b)

この表現は、多数の自由度を持つ調和振動子の固有関数の表現に他ならない [55]。

以上の例からも明らかなように、第二量子化は、同種多粒子系の簡潔な記述を可能にし、量子

統計力学における必要不可欠の数学的道具である。

Fermi粒子系においては、演算子の反交換関係より、ĉ2
k|0〉 = 0が成立する。このことを考慮す

ると、(235a)式と (235b)式は、まとめて

|Ψν〉 =
(ĉ†k1

)n1

√
n1!

· · ·
(ĉ†k`

)n`

√
n`!

|0〉 (236)

と表すことができることを指摘しておく。
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Appendix B. 密度行列

ここでは、量子統計力学における最も重要な概念の一つである「密度行列」を導入し、平衡系

に対してその具体形を求める。

B.1　全系と部分系

一般に、統計力学で扱う系は非常に膨大な自由度を持っており、それ自体を力学的に扱うこと

はほぼ不可能である。そこで、全系を注目する部分系とその他の外界に分け、外界の影響を確率

的に取り込むことを考える (図 8参照)。以下、部分系の全座標を ξ ≡ (x1, x2, · · · , xN )、また外界

の全座標を qで表すことにする。

q

ξ

図 8: 全系と部分系

外界と部分系との間に相互作用がないとき、その部分系は「純粋系」と呼ばれる。この場合の

部分系は、Schrödinger方程式の解である波動関数

Φ(ξ, t) =
∑

ν

aνφν(ξ, t), (237)

で記述できるであろう。ここで φν(ξ, t)は完全規格直交系であり、また aν は展開係数で、規格化

条件
∫
|Φ(ξ, t)|2dξ = 1より、 ∑

ν

|aν |2 = 1, (238)

を満たす。波動関数 Φ(x, t)を用いると、部分系の演算子 Ôの期待値は、

O(t) ≡
∫

Φ∗(ξ, t)ÔΦ(ξ, t)dξ =
∑
νν′

aνa
∗
ν′

∫
φ∗

ν′(ξ, t)Ôφν(ξ, t)dξ, (239)

と表せる。

次に、部分系と外界との間に相互作用がある場合を考える。その場合の部分系は「混合系」と

呼ばれる。部分系に対する外界の影響を確率的に取り込むために、(239)式の展開係数 aνa
∗
ν′ をあ

る平均値 wνν′ ≡ 〈aνa
∗
ν′〉 で置き換えることを考える。wνν′ の具体形は未だ不明である。しかし、

その定義式より、以下の性質を持つことが期待できる。

(a) w∗
νν′ = 〈aνa

∗
ν′〉∗ = 〈aν′a∗ν〉 = wν′ν ：エルミート行列。

(b) wνν′ = 〈aνa
∗
ν′〉は正値行列。

(c)
∑

ν wνν =
∑

ν〈|aν |2〉 = 〈
∑

ν |aν |2〉 = 1 ：規格化。
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B.2　密度行列

上記の wνν′ を用いて、密度行列 ρ(ξ, ξ′; t)を次式で定義する。

ρ(ξ, ξ′; t) ≡
∑
νν′

wνν′φν(ξ, t)φ∗
ν′(ξ′, t). (240)

この密度行列を用いると、演算子 Ôの時刻 tにおける期待値O(t)が、次のように表現できる。

O(t) =
∑
νν′

wνν′

∫
φ∗

ν′(ξ, t)Ôφν(ξ, t)dξ =
∫

Ôξ ρ(ξ, ξ′; t)
∣∣
ξ′=ξ

dξ. (241)

ここで、演算子 Ôξ の添え字 ξは、ρ(ξ, ξ′; t)の ξのみに作用することを表す。上記の wνν′ の性質

から、密度行列は以下の性質を持つ。

(a) ρ(ξ, ξ′; t) = ρ∗(ξ′, ξ; t) ：エルミート行列。

(b) ρ(ξ, ξ′; t) は正値行列。

(c)
∫

ρ(ξ, ξ; t)dξ =
∑
νν′

wνν′

∫
φ∗

ν′(ξ, t)φν(ξ, t)dξ = 1 ：規格化。

また、Schrödinger方程式 ih̄∂tφν(ξ, t) = Ĥφν(ξ, t)より、密度行列が次の微分方程式を満たすこと

がわかる。

ih̄
∂

∂t
ρ(ξ, ξ′; t) = (Ĥξ − Ĥ∗

ξ′)ρ(ξ, ξ′; t). (242)

ただし、ここでは wνν′ が時間依存性を持たないと仮定した。

B.3　平衡状態の密度行列

平衡状態においては、φν(ξ, t) = Ψν(ξ)e−iEνt/h̄と表されるエネルギー固有状態Ψν(ξ)を用いる

と便利である。このとき、密度行列 (240)は、

ρ(ξ, ξ′; t) =
∑

ν

wνν′Ψν(ξ)Ψ∗
ν′(ξ′)e−i(Eν−Eν′ )t/h̄ (243)

と書き換えられる。ここで、平衡状態の ρに時間依存性がないことを要請すると、wνν′ ∝ δνν′ が

結論される。つまり、平衡状態の密度行列はエネルギー表示で対角的になり、

ρ(ξ, ξ′) =
∑

ν

w(Eν)Ψν(ξ)Ψ∗
ν(ξ

′), (244)

と表すことができる。

以下、相加性の仮定に基づいて、w(Eν)の具体形を求めてゆく。図 9のように、全系の中に二

つの隣接する部分系を考え、表面を通して生じるそれらの間の相互作用は十分弱いものと仮定す

る。すると、部分系 1と 2はほとんど独立であり、複合系 1 + 2の出現確率w(1+2)はw(1)とw(2)

の積で近似できるであろう。すなわち、lnwは相加的であり、

lnw(1+2) = lnw(1) + lnw(2), (245)
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図 9: 部分系間の相互作用

を満たすことが結論される。同じ近似の範囲内で、E(1+2) = E(1) + E(2)が成立する。このことと

(245)式および w = w(E)を考慮すると、lnw(E)の関数形が次のように求まる。

(a) ln w(E) = α − βE 　：lnw(E)はEの 1次関数（Eと lnwの相加性より）。

(b) α(1+2) = α(1) + α(2) 　：定数部分は相加的。

(c) β(1) = β(2) ≡ β 　：β(j)は各部分系で同じ。

(d) 1 =
∑

ν

wν =
∑

ν

eα−βEν −→ α = − ln
∑

ν

e−βEν ≡ βF。

すなわち、wν の具体形として次式が得られた。

wν = eβ(F−Eν), F ≡ − 1
β

ln
∑

ν

e−βEν . (246)

さらに、エネルギーの低い状態のほうが出現確率が大きくなることを要請すると、

β ≡ 1
kBT

> 0. (247)

が結論される。これは Boltzmann定数 kBを用いた温度 T の定義式ともみなせる。(246)式の分

布はカノニカル分布と呼ばれ、また、この分布に従う集団は「正準集団 (canonical ensemble)」と

名づけられている。カノニカル分布はBoltzmann分布と形は同じであるが、相互作用のない系の

一粒子エネルギー εk ではなく、相互作用も含めた系の全エネルギー Eν が指数の肩に現れている

ことに注意する必要がある。

以上の考察は、部分系 1と部分系 2との間に粒子のやり取りがある場合に容易に拡張できる。変

更点は下記の通りである。

(a) wν = w(Eν) −→ wνN = w(Eν , N).

(b) EとN に関する相加性の仮定 −→ wνN = eβ(Ω−Eν+µN), Ω ≡ − 1
β

ln
∑
νN

e−β(Eν−µN).

この確率分布 wνN = eβ(Ω−Eν+µN)に従う集団は「大正準集団 (grand canonical ensemble)」と名

づけられ、また、µは化学ポテンシャルと呼ばれる。
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B.4　平衡状態の密度行列—第二量子化を用いた表現

以下、上記の密度行列に第二量子化の表現を与える。まず、カノニカル分布の密度行列は、(223)

式のハミルトニアンと状態ベクトルを用いて、下記のように表すことができる。

ρ̂ =
∑

ν

eβ(F−Ĥ)|Ψν〉〈Ψν |, F ≡ − 1
β

ln
∑

ν

e−βEν . (248)

この密度行列を用いると、演算子 Ôの期待値が次のように表現できる。

O =
∑

ν

eβ(F−Eν)〈Ψν |Ô|Ψν〉 = Tr ρ̂ Ô. (249)

例えば、密度演算子を第二量子化で表すと n̂(x) = ψ̂†(x)ψ̂(x)と書け、その期待値 n(x)は

n(x) =
∑

ν

eβ(F−Eν)〈Ψν |ψ̂†(x)ψ̂(x)|Ψν〉 = Tr ρ̂ ψ̂†(x)ψ̂(x). (250)

と表現できる。

同様に、大正準集団 (grand canonical ensemble)の密度行列は、

ρ̂ =
∑
νN

eβ(Ω−Ĥ+µN̂)|ΨνN 〉〈ΨνN |, Ω ≡ − 1
β

ln
∑
νN

e−β(Eν−µN), (251)

と表される。ただし、

N̂ ≡
∫

ψ̂†(x1)ψ̂(x1) dx1 =
∑

k

ĉ†k ĉk, (252)

は粒子数演算子である。(252)式の第二の等式では、(227)式の展開を代入して (226a)式の規格直

交性を用いた。特に相互作用のないハミルトニアン (224)は、1粒子ハミルトニアンを対角化する

表示 (225)を用いて、(229)式のように書き換えられる。この (229)式と (252)式、および、(236)

式を (251)式に代入すると、相互作用のない大正準集団の密度行列 ρ̂0が、以下のように表せるこ

とがわかる。

ρ̂0 =
∏
k

∞∑
n=0

e−β(εk−µ)n|n〉k k〈n|

∞∑
n=0

e−β(εk−µ)n

, |n〉k ≡
(ĉ†k)

n

√
n!

|0〉k. (253)

ただし、|0〉k は、ĉk|0〉k = 0を満たす状態 kの真空状態を表すものとする。Fermi粒子系の場合、

nについての和は、演算子の反交換関係に由来する ĉ2
k|0〉k = 0の関係より、実質的に n = 0, 1に

制限されることを改めて指摘しておく。

B.5　縮約された密度行列

(223a)式のハミルトニアンを見ると、1粒子演算子や 2粒子演算子の期待値の評価に関連して、

(248)式から得られる次の「縮約された密度行列」を導入しておくと便利であることがわかる。

ρ(1)(x1, x
′
1) ≡ Tr ρ̂ ψ̂†(x′

1)ψ̂(x1) = 〈ψ̂†(x′
1)ψ̂(x1)〉, (254a)

ρ(2)(x1, x2;x′
1, x

′
2) ≡ 〈ψ̂†(x′

1)ψ̂
†(x′

2)ψ̂(x2)ψ̂(x1)〉. (254b)
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実際、(223a)式のハミルトニアンの期待値 〈Ĥ〉 は、(254)式を用いて以下のように表現できる。

〈Ĥ〉 =
∫

dx1

[
p̂2

1

2m
+ U(r1)

]
ρ(1)(x1, x

′
1)

∣∣∣∣
x′
1=x1

+
1
2

∫
dx1

∫
dx2V (|r1 − r2|)ρ(2)(x1, x2; x1, x2).

(255)

一般に、1粒子演算子と 2粒子演算子の期待値は、それぞれ ρ(1)と ρ(2)を用いて計算できる。(214)

式と (248)式を考慮し、(254)式を通常の第一量子化の表現で書き表すと、以下のようになる。

ρ(1)(x1, x
′
1) =

∑
ν

eβ(F−Eν)N

∫
dy2 · · ·

∫
dyNΨν(x1, y2, · · · , yN )Ψ∗

ν(x
′
1, y2, · · · , yN ), (256a)

ρ(2)(x1, x2; x′
1, x

′
2) =

∑
ν

eβ(F−Eν)N(N − 1)
∫

dy3 · · ·
∫

dyNΨν(x1, x2, y3, · · · , yN )

×Ψ∗
ν(x

′
1, x

′
2, y3, · · · , yN ). (256b)

これらの縮約された密度行列は、Yangにより、超流動と超伝導の秩序変数を定義する際に用いら

れた [57]。

以上の正準集団に対する考察は、大正準集団にも容易に拡張可能である。

Appendix C. Bloch-de Dominicisの定理

多粒子系における二体相関は (254b)式の密度行列で表現できるが、そこに現れる 4個の場の演

算子の積をいかに評価すればよいのであろうか？ 相互作用がない系に対して、場の演算子の積の

期待値を簡便に評価することを可能にするのが、上記のBloch-de Dominicisの定理である。この

定理は、散乱理論におけるS行列の評価に関連して、最初にWickにより純粋系に対し証明が与え

られた [58]。それゆえ、しばしばWickの定理とも呼ばれる。後に Blochと de Dominicisは、混

合系が関与する量子統計力学における証明を与えた [59]。ここでの証明法は、より初等的で明快

なGaudin [60]によるものである。

以下では相互作用のない大正準集団を考える。その密度行列 ρ̂0は (253)式のように書ける。こ

の密度行列に関連し、pk = e−β(εk−µ)として、次の恒等式が証明できる。

ĉ

∞∑
n=0

|n〉pn〈n| =
∞∑

n=1

(ĉ†)n−1

(n−1)!
|0〉pn〈0|ĉn = p

∞∑
n=0

(ĉ†)n

n!
|0〉pn〈0|ĉn+1 = p

∞∑
n=0

|n〉pn〈n|ĉ. (257a)

ここで添え字 kを省略した。この式のエルミート共役をとると、

ĉ†
∞∑

n=0

|n〉pn〈n| = p−1
∞∑

n=0

|n〉pn〈n|ĉ†, (257b)

となる。(253)式と (257)式より、ĉkと ĉ†kおよび ρ̂0に関し、次の恒等式が得られる。

ĉkρ̂0 = pkρ̂0ĉk, ĉ†kρ̂0 = p−1
k ρ̂0ĉ

†
k. (258)

以上を準備として、Bloch-de Dominicisの定理

〈Ĉ1Ĉ2 · · · Ĉ2n〉0 ≡ Tr ρ̂0Ĉ1Ĉ2 · · · Ĉ2n =
∑
P̂

′
σP 〈Ĉp1Ĉp2〉0〈Ĉp3Ĉp4〉0 · · · 〈Ĉp2n−1Ĉp2n〉0, (259a)
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を証明しよう。ここで Ĉは ĉもしくは ĉ†を表すものとし、また、ki → iと略記した。また、
∑

P̂
′

は、(198)式で定義された置換のうち、以下の条件を満たすものについての和を表す。

p1 < p2, p3 < p4, · · · , p2n−1 < p2n, p1 < p3 < · · · < p2n−1. (259b)

(259a)式の右辺の操作は「Wick分解 (Wick decomposition)」とも呼ばれる。また、演算子対の

期待値を取ることを「縮約する (contract)」という。

まず、(228)式で与えられる Ĉ の交換関係が、一般に

[Ĉi, Ĉj ]σ ≡ ĈiĈj − σĈjĈi = (ij),

と表すことができることに注意する。ここに (ij)は定数である。すると、(259a)式左辺の期待値

は、上式を繰り返し用いて Ĉ1を右へ移動することにより、以下のように変形できる。

〈Ĉ1Ĉ2 · · · Ĉ2n〉0 = (12)〈Ĉ3 · · · Ĉ2n〉0 + σ(13)〈Ĉ2Ĉ4 · · · Ĉ2n〉0 + · · ·

+σ2n−2(1, 2n)〈Ĉ2Ĉ3 · · · Ĉ2n−1〉0 + σ2n−1〈Ĉ2 · · · Ĉ2nĈ1〉0.

ここで、最後の項は、(258)式を用いて次のように書き換えられる。

〈Ĉ2 · · · Ĉ2nĈ1〉0 = pλ
1〈Ĉ1Ĉ2 · · · Ĉ2n〉0, λ =

{
1 : Ĉ1 = ĉ1

−1 : Ĉ1 = ĉ†1
.

上の 2式より、〈Ĉ1Ĉ2 · · · Ĉ2n〉0 が、2n − 2個の演算子の積の期待値を用いて次のように表せる。

〈Ĉ1Ĉ2 · · · Ĉ2n〉0 =
(12)

1 − σpλ
1

〈Ĉ3Ĉ4 · · · Ĉ2n〉0 + σ
(13)

1 − σpλ
1

〈Ĉ2Ĉ4 · · · Ĉ2n〉0 + · · ·

+σ2n−2 (1, 2n)
1 − σpλ

1

〈Ĉ2Ĉ3 · · · Ĉ2n−1〉0.

ここで特に n = 1の場合を考えると、この式は

〈Ĉ1Ĉ2〉0 =
(12)

1 − σpλ
1

,

となる。従って、

〈Ĉ1Ĉ2 · · · Ĉ2n〉0 = 〈Ĉ1Ĉ2〉0〈Ĉ3Ĉ4 · · · Ĉ2n〉0 + σ〈Ĉ1Ĉ3〉0〈Ĉ2Ĉ4 · · · Ĉ2n〉0 + · · ·

+σ2n−2〈Ĉ1Ĉ2n〉0〈Ĉ2Ĉ3 · · · Ĉ2n−1〉0.

この操作を繰り返すと、結局、(259)式が得られる。

以上の証明では、ĉ†kと ĉkは 1粒子 Schrödinger方程式 (225)の固有状態に対応する生成消滅演算

子であると仮定した。しかし、Bloch-de Dominicisの定理は、ĉkの任意の線型結合 b̂j ≡
∑

k Ukj ĉk

についても直接成立する。すなわち、B̂j を b̂†j もしくは b̂j として、次式が成立する。

〈B̂1B̂2 · · · B̂2n〉0 =
∑
P

′
σP 〈B̂p1B̂p2〉0〈B̂p3B̂p4〉0 · · · 〈B̂p2n−1B̂p2n〉0. (260)
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このことは、(260)式の左辺を Ĉk で表しておいて (259)式を用い、最後に Ukj を平均値の中に挿

入することにより容易に証明できる。例として、(254b)式の縮約された密度行列は、相互作用の

ない場合、以下のように書き換えられる。

〈ψ̂†(x′
1)ψ̂

†(x′
2)ψ̂(x2)ψ̂(x1)〉0 = 〈ψ̂†(x′

1)ψ̂(x1)〉0〈ψ̂†(x′
2)ψ̂(x2)〉0 + σ〈ψ̂†(x′

1)ψ̂(x2)〉0〈ψ̂†(x′
2)ψ̂(x1)〉0.

最後に次のことを指摘しておく。すなわち、上記の証明には、大正準集団の確率 pk = e−β(εk−µ)

の特徴はどこにも用いられていない。従って、(259)式あるいは (260)式は、(253)式の e−β(εk−µ)

を任意の正の値 pkで置き換えても成立する。

Appendix D. 熱力学関数の摂動展開

ここでは、(251)式に現れる熱力学関数Ωを、相互作用に関して摂動展開し評価する方法につい

て解説する。

D.1　ハミルトニアン

以下、次のハミルトニアンで記述される相互作用のある系を考える。

Ĥ ≡ Ĥ0 + Ĥint. (261)

ここで、Ĥ0と Ĥintは次式で定義されている。

Ĥ0 ≡
∫

ψ̂†(x)
[

p̂2

2m
+ U(r) − µ

]
ψ̂(x)dx =

∑
k

(εk − µ)ĉ†k ĉk, (262a)

Ĥint ≡
1
2

∫
dx1

∫
dx2ψ̂

†(x1)ψ̂†(x2)V (r1 − r2)ψ̂(x2)ψ̂(x1) =
1
2

∑
klk′l′

Vk′l′,klĉ
†
k′ ĉ

†
l′ ĉlĉk. (262b)

ただし、εk は (225)式で決まる固有値、µは化学ポテンシャル、U は外場、V は相互作用ポテン

シャルであり、また、Vk′l′,klは εkに対する固有関数 ϕk(x)を用いて

Vk′l′,kl ≡
∫

dx1

∫
dx2V (r1 − r2)ϕ∗

k′(x1)ϕ∗
l′(x2)ϕl(x2)ϕk(x1) = V ∗

kl,k′l′ (263)

で定義されている。演算子 ĉkを用いた表式は、(227)式を代入し、規格直交性 (226a)を用いて得

られた。

D.2　熱力学関数Ω

この系の熱力学ポテンシャル Ω = Ω(T, V, µ)は次のように表せる。

Ω = − 1
β

lnZG, ZG ≡ Tr e−βĤ. (264)
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ここに現れる ZGを、相互作用 Ĥint についての摂動展開で評価する方法を確立する。この目的の

ために、e−βĤを次のように書きかえる。

e−βĤ = e−βĤ0 Ŝ(β) ←→ Ŝ(β) = eβĤ0e−βĤ. (265)

すると、ZGは次のように変形できる。

ZG = Tr e−βĤ0 Ŝ(β) = Tr e−βĤ0
Tr e−βĤ0 Ŝ(β)

Tr e−βĤ0
= ZG0〈Ŝ(β)〉0. (266)

ここで 〈· · · 〉0 = Tr(e−βĤ0 · · · )/Tr e−βĤ0 は相互作用のない大正準集団での期待値を表し、ZG0 =

Tr e−βĤ0 はその大分配関数である。従って、(264)式は、相互作用のない系の熱力学ポテンシャル

Ω0 ≡ −β−1 lnTr e−βĤ0 を用いて、次のように表せる。

Ω = Ω0 −
1
β

ln〈Ŝ(β)〉0. (267)

D.3　 Ŝ(β)に対する微分方程式

Ŝ(β)の具体的表式を求めるために、(265)式の Ŝ(β)を βで微分し、以下のように変形する。

dŜ(β)
dβ

=
d
dβ

eβĤ0e−βĤ = eβĤ0(Ĥ0 − Ĥ)e−βĤ = −eβĤ0Ĥinte−βĤ0eβĤ0e−βĤ.

つまり、Ŝ(β)に関する次の一階微分方程式が得られた。

dŜ(β)
dβ

= −Ĥint(β)Ŝ(β), Ŝ(β = 0) = 1. (268)

ただし Ĥint(β)は次式で定義されている。

Ĥint(β) ≡ eβĤ0Ĥinte−βĤ0 . (269)

D.4　 Ĥint(β)の具体形

(262b)式より、(269)式のHint(β)は次のように表せる。

Ĥint(β) =
1
2

∫
dx1

∫
dx′

1 V (r1 − r′1)e
βĤ0ψ̂†(x1)ψ̂†(x′

1)ψ̂(x′
1)ψ̂(x1)e−βĤ0

=
1
2

∫
dx1

∫
dx′

1 V (r1 − r′1)ψ̂
†(x1β)ψ̂†(x′

1β)ψ̂(x′
1β)ψ̂(x1β)

=
1
2

∑
klk′l′

Vk′l′,klĉ
†
k′(β)ĉ†l′(β)ĉl(β)ĉk(β). (270)

第二の等式は、各演算子の間に 1 = e−βĤ0eβĤ0 を挿入することにより得られる。そこに現れる演

算子 ψ̂(x1β) ≡ eβĤ0ψ̂(x1)e−βĤ0 は ψ̂(x1)の相互作用表示であり、他の演算子も同様に定義されて

いる。この相互作用表示では、ψ̂†(x1β)が ψ̂(x1β)のエルミート共役ではないことに注意する必要
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がある。演算子 ĉk(β) = eβĤ0 ĉke−βĤ0 の具体形を求めるために、両辺を βで微分し、(262a)式を

代入して以下のように変形する。

dĉk(β)
dβ

= eβĤ0(Ĥ0ĉk − ĉkĤ0)e−βĤ0 = eβĤ0
∑
k′

(εk′ − µ)(ĉ†k′ ĉk′ ĉk − ĉk ĉ
†
k′ ĉk′)e−βĤ0

= eβĤ0
∑
k′

(εk′ − µ)[ĉ†k′σĉk ĉk′ − (δkk′ + σĉ†k′ ĉk)ĉk′ ]e−βĤ0 = −eβĤ0(εk − µ)ĉke−βĤ0

= −(εk − µ)ĉk(β). (271)

この一階常微分方程式を、初期条件 ĉk(β = 0) = ĉkのもとに解くと、ĉk(β)のあらわな表式が次の

ように得られる。

ĉk(β) = e−β(εk−µ)ĉk. (272a)

ĉ†k(β)も同様に計算できる。ĉk(β)の場合との違いは、β微分の際に現れる演算子の交換関係が

ĉ†k′ ĉk′ ĉ†k − ĉ†k ĉ
†
k′ ĉk′ = ĉ†k′(δkk′ + σĉ†k ĉk′) − σĉ†k′ ĉ

†
k ĉk′ = δkk′ ĉk,

となる点だけである。従って、ĉ†k(β)が下記のように得られる。

ĉ†k(β) = eβ(εk−µ)ĉ†k. (272b)

D.5　 Ŝ(β)の積分表示

以上の準備の下に (268)式を解いて、Ŝ(β)の具体形を求めよう。まず、微分方程式 (268)でβ → τ1

の置き換えをし、Ŝ(0) = 1に注意して 0 ≤ τ1 ≤ βについて積分すると、次式が得られる。

Ŝ(β) = 1 −
∫ β

0
dτ1Ĥint(τ1)Ŝ(τ1). (273)

さらに、(273)式の右辺の Ŝ(τ1)に左辺の表式を代入する。この操作を繰り返すと、Ŝ(β)のあら

わな表式が以下のように得られる。

Ŝ(β) = 1 −
∫ β

0
dτ1Ĥint(τ1)

[
1 −

∫ τ1

0
dτ2Ĥint(τ2)Ŝ(τ2)

]
= 1 −

∫ β

0
dτ1Ĥint(τ1) +

∫ β

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2Ĥint(τ1)Ĥint(τ2)

[
1 −

∫ τ2

0
dτ3Ĥint(τ3)Ŝ(τ3)

]
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n

∫ β

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2 · · ·

∫ τn−1

0
dτnĤint(τ1)Ĥint(τ2) · · · Ĥint(τn). (274)

ここで Tτ 演算子を導入すると便利である。この演算子Tτ は、「相互作用表示の場の演算子 ĉk(τ)ま

たは ĉ†k(τ)を、“時間”τ の大きい順に左から並べ替え、その際の置換の偶奇に応じて σP (σ = ±1)

を乗じる」という操作を行うものとして定義されている。Ĉk(τ)を ĉk(τ)もしくは ĉ†k(τ)として、

二つの場の演算子 Ĉk(τ1)と Ĉl(τ2)の積については、Tτ は具体的に以下の操作を行う。

Tτ Ĉk(τ1)Ĉl(τ2) ≡

{
Ĉk(τ1)Ĉl(τ2) : τ1 ≥ τ2

σĈl(τ2)Ĉk(τ1) : τ2 > τ1

= σTτ Ĉl(τ2)Ĉk(τ1). (275)
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この Tτ 演算子を用い、Ĥintが四つの場の演算子の積であることを考慮すると、(274)式が次のよ

うにも書けることがわかる。

Ŝ(β) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n

n!

∫ β

0
dτ1

∫ β

0
dτ2 · · ·

∫ β

0
dτnTτ Ĥint(τ1)Ĥint(τ2) · · · Ĥint(τn)

= Tτ exp
[
−

∫ β

0
dτ Ĥint(τ)

]
. (276)

(274)式と (276)式の同等性は、例えば n = 2の場合について、以下のように示すことができる。∫ β

0
dτ1

∫ β

0
dτ2 Tτ Ĥint(τ1)Ĥint(τ2)

=
∫ β

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2Ĥint(τ1)Ĥint(τ2) +

∫ β

0
dτ1

∫ β

τ1

dτ2Ĥint(τ2)Ĥint(τ1)

=
∫ β

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2Ĥint(τ1)Ĥint(τ2) +

∫ β

0
dτ2

∫ τ1

0
dτ1Ĥint(τ2)Ĥint(τ1)

= 2
∫ β

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2Ĥint(τ1)Ĥint(τ2).

τ

τ

1

2

β

β0

D.6　 〈Ŝ(β)〉0の表式

(267)式に現れる 〈Ŝ(β)〉0の表式を、(276)式を用いて摂動展開に便利な形に書き換えよう。ま

ず、Tτ 演算子の下では４つの演算子の積からなる Ĥint(τ)演算子が互いに可換であることを考慮

すると、〈Ŝ(β)〉0が次のように書ける。

〈Ŝ(β)〉0 = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n

n!

∫ β

0
dτ1

∫ β

0
dτ2 · · ·

∫ β

0
dτn

〈
Tτ

n∏
i=1

Ĥint(τi)

〉
0

. (277)

次に、(i)生成演算子を消滅演算子の左側に移動し、(ii)その際に必要な置換 P̂ の偶奇に従って σP

を乗じる、という新たな演算子N (いわゆる normal-ordering operator)を導入する。例えば二つ

の演算子の積 ψ̂(x1)ψ̂†(x′
1)にN を作用すると下記のようになる。

N ψ̂(x1)ψ̂†(x′
1) = σψ̂†(x′

1)ψ̂(x1).

このN を用いると、Ĥintに現れる４つの演算子の積が、以下のように書き換えられる。

ψ̂†(x1)ψ̂†(x′
1)ψ̂(x′

1)ψ̂(x1) = N [ψ̂†(x1)ψ̂(x1)ψ̂†(x′
1)ψ̂(x′

1)]. (278)

(277)式に (270)式を代入し、(278)式を用いると、〈Ŝ(β)〉0が下記のように表せる。

〈Ŝ(β)〉0 = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n

2nn!

(
n∏

i=1

∫ β

0
dτi

∫
dxi

∫
dx′

i

)

×〈Tτ

n∏
i=1

V (ri − r′i)N [ψ̂†(xiτi)ψ̂(xiτi)ψ̂†(x′
iτi)ψ̂(x′

iτi)]〉0.
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さらに、

1 ≡ x1τ1, V̄ (1 − 1′) ≡ δ(τ1 − τ ′
1)V (r1 − r′1), (279)

を導入すると、〈Ŝ(β)〉0は次のように略記できる。

〈Ŝ(β)〉0 = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n

2nn!

(
n∏

i=1

∫
di

∫
di′

)
〈Tτ

n∏
i=1

V̄ (i − i′)N [ψ̂†(i)ψ̂(i)ψ̂†(i′)ψ̂(i′)]〉0. (280)

(280)式では ψ̂†(i)ψ̂(i)を 1単位として相互作用を表現しており、摂動展開において便利である。

N 演算子は同時刻の 4つの生成消滅演算子のみに対して有効であることを念頭において、以下、

N を省略する。(280)式の各相互作用は、図 10の図形に対応させることができる。ここで、波線

は相互作用 V̄ を、また、出てゆく (入ってくる）直線は生成（消滅）演算子を表す。

i i’

図 10: 相互作用の Feynman図形

D.7　Bloch-de Dominicisの定理

(280)式の n次摂動項に現れるのは生成消滅演算子の 4n個の積であり、その期待値は、Bloch-de

Dominicisの定理を用いて評価できる。より具体的には、Ψ̂iを ψ̂(i)もしくは ψ̂†(i)として、以下

の書き換え (Wick分解)が可能である。

〈Tτ Ψ̂1Ψ̂2 · · · Ψ̂4n〉0 =
∑
P̂

′
σP 〈Tτ Ψ̂p1Ψ̂p2〉0 · · · 〈Tτ Ψ̂p4n−1Ψ̂p4n〉0, (281a)

p1 < p2, p3 < p4, · · · , p4n−1 < p4n, p1 < p3 < · · · < p4n−1. (281b)

この式が以前のBloch-de Dominicisの定理 (260)と異なる点は、Tτ 演算子があることと演算子 Ψ̂i

に τ 依存性があることである。しかし、後者の τ 依存性は、(227)式と (272)式より、

ψ̂(1) =
∑

k

ĉk(τ1)ϕk(x1) =
∑

k

ĉkϕk(x1)e−(εk−µ)τ1 , (282a)

ψ̂†(1) =
∑

k

ĉ†k(τ1)ϕ∗
k(x1) =

∑
k

ĉ†kϕ
∗
k(x1)e(εk−µ)τ1 , (282b)

のように、一粒子固有関数 ϕk(x1)と ϕ∗
k(x1)にそれぞれ指数因子 e−τ1(εk−µ)および eτ1(εk−µ) を乗

じるだけであり、演算子の積の分解には関係しない。また、(281a)式左辺の Tτ 演算子は、場の演

算子を時間の大きい順に並べ替えることで取り除くことができる。その際の置換 P̂ により因子 σP

が現れる。その後Wick分解を実行すると、個々の縮約における二つの演算子の積は、条件 (259b)
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より自動的に時間の大きい順に並んでおり、因子 σP をもつその表式は (281a)式の右辺に他なら

ない。このようにして (281a)式が成り立つことを確認できた。

最後に、同時刻の演算子の縮約に関しては、(280)式のN 演算子を考慮して、生成演算子を消
滅演算子の左側におく必要があることを指摘しておく。

D.8　グリーン関数

(281)式の右辺は、〈Tτ Ψ̂1Ψ̂2〉0なる期待値の積として表されている。この非摂動状態の期待値が
有限の値を持つのは、Ψ̂1 と Ψ̂2 が生成演算子と消滅演算子の組である場合のみである。そこで、

非摂動グリーン関数もしくは propagatorと呼ばれる次の物理量を導入する。

G(0)(1, 2) ≡ −〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(2)〉0. (283a)

階段関数

θ(τ) ≡

{
1 : τ > 0
0 : τ < 0

,

を導入し、(282b)式に注意すると、上記のグリーン関数が次のようにも書けることがわかる。

G(0)(1, 2)

=
∑
kk′

[
−θ(τ1 − τ2)〈ĉk ĉ

†
k′〉0 − θ(τ2 − τ1)σ〈ĉ†k′ ĉk〉0

]
ϕk(x1)ϕ∗

k′(x2)e−τ1(εk−µ)−τ2(εk′−µ)

=
∑

k

[
−θ(τ1 − τ2)

eβ(εk−µ)

eβ(εk−µ) − σ
− θ(τ2 − τ1)

σ

eβ(εk−µ) − σ

]
ϕk(x1)ϕ∗

k(x2)e−(εk−µ)(τ1−τ2). (283b)

ここで、〈ĉk ĉ
†
k′〉0 ∝ δkk′ および 〈ĉ†k′ ĉk〉0 ∝ δkk′ を使った。このように、グリーン関数G(0)(1, 2)は

τ1 − τ2のみの関数である。

グリーン関数G(0)(1, 2)がなぜグリーン関数と呼ばれるかをみるために、(283b)式を τ1につい

て微分する。右辺の τ1依存性は e−(εk−µ)(τ1−τ2)および θ(±(τ1 − τ2)) にあり、τ1微分によりそれ

ぞれ−(εk −µ)e−(εk−µ)(τ1−τ2)および±δ(τ1 − τ2)が出てくる。さらに (225)式を用いると、この τ1

微分は次のように書き換えられる。

∂G(0)(1, 2)
∂τ1

= −
[

p̂2
1

2m
+ U(r1) − µ

]
G(0)(1, 2) − δ(τ1 − τ2)

∑
k

ϕk(x1)ϕ∗
k(x2).

ここで固有関数 ϕkの完全性 (226b)を用いると、最終的に次式が得られる。[
− ∂

∂τ1
− p̂2

1

2m
− U(r1) + µ

]
G(0)(1, 2) = δ(τ1 − τ2)δ(x1, x2). (284)

この式から、G(0)(1, 2)が、偏微分方程式論における虚時間 Schrödinger方程式 (t1 = −iτ1h̄)

− ∂

∂τ1
ϕ(x1τ1) =

[
p̂2

1

2m
+ U(r1) − µ

]
ϕ(x1τ1)
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のグリーン関数であることがわかる。

グリーン関数 (283)を以下のように表しておくと便利である。

G(0)(1, 1′) = θ(τ1 − τ ′
1)G

>(0)(1, 1′) + θ(τ ′
1 − τ1)G<(0)(1, 1′). (285)

ここでG>(0)(1, 1′)およびG<(0)(1, 1′)は Kadanoff-Baymの相関関数で [6]、以下のように定義さ

れている。

G>(0)(1, 1′) ≡ −〈ψ̂(1)ψ̂†(1′)〉0 =
∑

k

ϕk(x1)G
>(0)
k (τ1 − τ ′

1)ϕ
∗
k(x

′
1), (286a)

G<(0)(1, 1′) ≡ −σ〈ψ̂†(1′)ψ̂(1)〉0 =
∑

k

ϕk(x1)G
<(0)
k (τ1 − τ ′

1)ϕ
∗
k(x

′
1). (286b)

また、G
>(0)
k (τ1 − τ ′

1)とG
<(0)
k (τ1 − τ ′

1)はその対角表示で、(283b)式より以下のように表せる。

G
>(0)
k (τ) = − e(β−τ)(εk−µ)

eβ(εk−µ) − σ
= −[1 + σf(εk − µ)]e−τ(εk−µ), (287a)

G
<(0)
k (τ) = −σ

e−τ(εk−µ)

eβ(εk−µ) − σ
= −σf(εk − µ)e−τ(εk−µ). (287b)

ただし f(ε) ≡ (eβε − σ)−1は Bose/Fermi分布関数である。

D.9　Wick分解とFeynman図形

グリーン関数を用いると、(281)式の各々のWick分解に Feynman図形と呼ばれる図形を対応

させて因子 σP を簡単に求め、摂動展開を系統的に実行することができる。このことを理解するた

めに、２次摂動に現れる次のWick分解を取り上げる。

〈Tτ ψ̂
†(1)bψ̂(1)aψ̂†(1′)dψ̂(1′)cψ̂†(2)aψ̂(2)bψ̂†(2′)cψ̂(2′)d〉0

= 〈Tτ ψ̂
†(1)bψ̂(1)aψ̂†(2)aψ̂(2)b〉0〈Tτ ψ̂

†(1′)dψ̂(1′)cψ̂†(2′)cψ̂(2′)d〉0. (288)

ここで、縮約をとる演算子のペアを同じ上付きの記号 a, b, c, dで表した。このWick分解には図

11の図形 (Feynman図形)を対応させることができる。一般に、各々のWick分解に対し一つの

Feynman図形が対応する。以下、Feynman図形を用いた摂動展開のポイントを列挙する。

1 1

2 2

’

’

図 11: 2次摂動の Feynman図形の一つ
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(a) 閉じた粒子線と符号 σP の関係

(288)式のWick分解は二つの独立な部分からなり、それぞれが、Feynman図形における粒

子線の閉じたループで表されている。このWick分解をグリーン関数 (283)で表した場合に

現れる因子 σP を求めよう。この目的のために、図 11の左側のループに対応する (288)式の

独立成分を次のように変形する。

〈Tτ ψ̂
†(1)bψ̂(1)aψ̂†(2)aψ̂(2)b〉0 = σ3〈Tτ ψ̂(1)aψ̂†(2)aψ̂(2)bψ̂†(1)b〉0

= σ〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(2)〉0〈Tτ ψ̂(2)ψ̂†(1)〉0

= σ(−1)2G(0)(1, 2)G(0)(2, 1). (289)

このように、(i) Feynman図形における各々の粒子線にG(0)が対応し、また、(ii)各々の

閉じたループからひとつの因子σが出てくる。これは一般的規則である。このことを確かめ

るため、図 12の Feynman図形を取り上げる。そして、演算子対 ψ̂†(j)ψ̂(j)を ψ̂†(j)と縮約

をとる ψ̂(i)のすぐ右に移動させる操作を繰り返し、最後に ψ̂†(1)を最後尾に移すことによ

り、次のように変形する。

〈Tτ ψ̂
†(1)dψ̂(1)aψ̂†(1′)bψ̂(1′)cψ̂†(2)cψ̂(2)dψ̂†(2′)aψ̂(2′)b〉0

= 〈Tτ ψ̂
†(1)dψ̂(1)aψ̂†(2′)aψ̂(2′)bψ̂†(1′)bψ̂(1′)cψ̂†(2)cψ̂(2)d〉0

= σ7〈Tτ ψ̂(1)aψ̂†(2′)aψ̂(2′)bψ̂†(1′)bψ̂(1′)cψ̂†(2)cψ̂(2)dψ̂†(1)d〉0 (σ7 = σ)

= σ〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(2′)〉0〈Tτ ψ̂(2′)ψ̂†(1′)〉0〈Tτ ψ̂(1′)ψ̂†(2)〉0〈Tτ ψ̂(2)ψ̂†(1)〉0

= σ(−1)4G(0)(1, 2′)G(0)(2′, 1′)G(0)(1′, 2)G(0)(2, 1′). (290)

この例では閉じたループは一つであり、やはり因子 σがひとつ出てくる。一般に、`個の粒

子線からなる閉じたループに対応するWick分解を実行するには、以下のようにすれば良い。

(i) 演算子対 ψ̂†(j)ψ̂(j) (j = 2, 3, · · · , `)を Tτ 演算子内で移動させ、ψ̂†(j)と縮約をとる ψ̂(i)

のすぐ右に置く操作を繰り返す；(ii) 残された ψ̂†(1)を縮約をとる相手の右、すなわち最後

尾に持ってゆく; (iii) 得られた演算子の順序で縮約をとる。(i)の操作は 2個の演算子の同時

移動を伴うため符号変化には寄与せず、結局、(ii)の操作による因子 σ2`−1 = σのみが残る

ことになる。また、(iii)の縮約は−G(0)を与えるが、一般に n次摂動では 2n個の縮約が現

れるため、−G(0)の因子−1は考慮しなくてよい。

1 1

2 2

’

’

図 12: 2次摂動における別の Feynman図形
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1 1’
1 1’

図 13: 1次摂動の Feynman図形

(b) 同時刻のグリーン関数

1次摂動の Feynman図形は図 13の二種類あり、いずれも同時刻のグリーン関数 G(0)(1, 1′)

(τ1 = τ ′
1)が関与する。この同時刻の縮約では、(280)式のN 演算子が有効となり、(286b)

式のG<(0)(1, 1′)を用いる必要がある。また、G<(0)(1, 1′)は τ1 − τ ′
1のみの関数であり、同

時刻の場合には τ1に依らない。従って、つぎの規則を得る。同時刻 1 ← 1′の粒子線に対し

ては、G<(0)(x1, x′
1)を対応させる。ここで、G<(0)(x1, x′

1)は次式で定義されている。

G<(0)(x1, x′
1) = −σ〈ψ̂†(x′

1)ψ̂(x1)〉0 = −σ
∑
k

ϕk(x1)ϕ∗
k(x

′
1)

eβ(εk−µ) − σ
. (291)

(c) つながった図形とつながらない図形

〈Ŝ(β)〉0 の 2次摂動では、上記 (a)で示した 2例のほかに、図 14のようなつながらない図形も

現れる。しかし、(267)式で必要なのは ln〈Ŝ(β)〉0であり、それは、つながった図形 (connected

diagrams)のみからの寄与を 〈Ŝ(β)〉0c として、以下のように表せる。

ln〈Ŝ(β)〉0 = 〈Ŝ(β)〉0c − 1. (292)

従って次の規則を得る。(267)式の熱力学関数Ωに寄与するのは、

Ω = Ω0 −
〈Ŝ(β)〉0c − 1

β
(293)

のように、つながった図形のみである。このことは下記のように証明できる。k個の Ĥintか

らなるつながった Feynman図形の総和は、

Ξk ≡
∫ β

0
dτ1 · · ·

∫ β

0
dτk〈Tτ Ĥint(τ1) · · · Ĥint(τk)〉0c (294)

で表すことができる。そして、n次摂動における一般項は、Ξkの個数を nk個として、

∞∑
k=1

knk = n

1 1

2 2

’

’

図 14: 2次摂動におけるつながらない Feynman図形
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の条件を満たす {n1, n2, n3, · · · }の組を指定することにより、一意的に決まる。そこで、n個

の Ĥintはすべて同等であることに注目し、同じ {n1, n2, n3, · · · }を与える Ĥintの組み合わせ

の数 F (n)(n1, n2, · · · )を求めよう。この数は、n人の人を、それぞれ 1個、2個、· · · のベッ
ドを持った n1個、n2個、· · · の部屋に同じ種類の部屋とベッドを区別せずに振り分ける場
合の数に等しく、

F (n)(n1, n2, · · · ) =
n!

n1! (1!)n1 n2! (2!)n2 · · ·
(295)

と計算できる。従って、〈S(β)〉0が下記のように変形できる。

〈Ŝ(β)〉0 =
∞∑

n=0

(−1)n

n!

∑
{n1,n2,··· }

′
F (n)(n1, n2, · · · )Ξn1

1 Ξn2
2 · · ·

( ∞∑
k=1

knk = n

)

=
∞∑

n=0

∑
{n1,n2,··· }

′ (−1)n1+2n2+···

n1! (1!)n1 n2! (2!)n2 · · ·
Ξn1

1 Ξn2
2 · · ·

( ∞∑
k=1

knk = n

)

=
∞∑

n1=0

1
n1!

[
−1
1!

Ξ1

]n1 ∞∑
n2=0

1
n2!

[
(−1)2

2!
Ξ2

]n2

· · ·

= exp
[
−1
1!

Ξ1 +
(−1)2

2!
Ξ2 + · · ·

]
= exp

[
〈Ŝ(β)〉0c − 1

]
. (296)

すなわち、(292)式が成立する。

D.10　Ωの摂動計算におけるFeynman則

以上の考察より、(267)式と (280)式を用いた Ωの摂動計算における Feynman則が、以下のよ

うにまとめられる。

(a) n次のつながった Feynman図形をすべて描く。

(b) 各々の Feynman図形に次の因子を対応させる。

− 1
β

(−1)n

2nn!
σn`

n∏
i=1

V̄ (i − i′) . (297)

ここで n`は閉じた粒子線の数である。

(c) j を出発して iに到着する粒子線に G(0)(i, j)を対応させる。また、同時刻 (τi = τj)の粒子

線にはG<(0)(xi, xj)を用いる。

(d) すべての内部変数について積分を行う。
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D.11　Ωの摂動計算 (1次)

Ωに対する 1次摂動の Feynman図形は以前に現れた図 13の二つである。これらの寄与を、上

記の Feynman則を用いて評価すると、下記のようになる。

Ω(1) =
(−1)2

2β

∫
d1

∫
d1′ V̄ (1 − 1′)[G<(0)(x1, x1)G<(0)(x′

1, x
′
1) + σG<(0)(x1, x

′
1)G

<(0)(x′
1, x1)]

=
1
2β

∫ β

0
dτ1

∫
dx1

∫
dx′

1 V (r1 − r′1)

×[G<(0)(x1, x1)G<(0)(x′
1, x

′
1) + σG<(0)(x1, x

′
1)G

<(0)(x′
1, x1)]

=
1
2

∫
dx1

∫
dx′

1 V (r1 − r′1)

×[〈ψ̂†(x1)ψ̂(x1)〉0〈ψ̂†(x′
1)ψ̂(x′

1)〉0 + σ〈ψ̂†(x′
1)ψ̂(x1)〉0〈ψ̂†(x1)ψ̂(x′

1)〉0]. (298)

最後の表式は、当然のことながら、(262b)式の Ĥintに直接Wick分解を行った結果と一致する。

D.12　Ωの摂動計算 (2次)

次に Ωへの 2次摂動の寄与を考察する。図 15にその Feynman図形の一部を示した。最初の二

つの Feynman図形は ring図形と呼ばれる。これらは、積分変数の入れ換え 2 ↔ 2′で互いに移り

変わるので、全く同じ寄与を与える。次の二つは exhange図形と呼ばれ、量子力学に特徴的な図

形である。これらもやはり、積分変数の入れ換え 2 ↔ 2′で互いに移り変り、全く同じ寄与を与え

る。最後の二つは anomalous図形と呼ばれる図形の一部で、同時刻を結ぶ粒子線があることによ

り特徴づけられる。anomalousの名前はKohnと Luttingerによる [61]。しかし、Appendix Fで

詳述する「繰り込まれた摂動展開」においては、これらの anomalousな寄与は考えなくて良い。

従って、2次摂動で本質的な図形は ring図形と exchange図形である。

ここでは例として ring図形を取り上げる。これら ring図形の寄与は、上述の Feynman則によ

り、次のように得られる。

Ω(2r) = 2 × −1
β

(−1)2

222!
σ2

∫
d1

∫
d1′

∫
d2

∫
d2′V̄ (1 − 1′)V̄ (2 − 2′)G(0)(1, 2)G(0)(2, 1)

×G(0)(1′, 2′)G(0)(2′, 1′).

1 1

2 2

’

’

1 1

2 2

’

’

ring

1 1

2 2

’

’

1 1

2 2

’

’

exchange

1 1

2 2

’

’

1 1

2 2

’

’

anomalous

図 15: 2次摂動の Feynman図形
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Appendix E. 松原グリーン関数

Appendix Dにおける熱力学関数の摂動展開において、相互作用のない系でのグリーン関数を

(283)式で導入した。それを一般化して、相互作用のある系のグリーン関数を次式で定義する。

G(1, 1′) = −〈Tτ ψ̂H(1)ψ̂†
H(1′)〉. (299)

ここで ψ̂H(1) ≡ eτ1Ĥψ̂(x1)e−τ1Ĥ は ψ̂(x1)のHeisenberg表示であり、また 〈Ô〉 = Tr eβ(Ω−Ĥ)Ôは、
相互作用を含んだ密度行列による演算子 Ôの期待値を表す。0+を無限小の正数とし、τ1+ ≡ τ1+0+

を導入する。特に τ ′
1 = τ1+ のグリーン関数G(x1τ1, x

′
1τ1+) = −σTr eβ(Ω−Ĥ)eτ1Ĥψ̂†(x′

1)ψ̂(x1)e−τ1Ĥ

は、e±τ1Ĥと e−βĤとが可換であることから、τ1に依らず、

G(x1τ1, x
′
1τ1+) = −σ〈ψ̂†(x′

1)ψ̂(x1)〉 = −σρ(1)(x1, x
′
1), (300)

のように、(254a)式の縮約された密度行列に直接関係づけられる。従って、G(1, 1′)を用いて任意

の一粒子演算子の期待値が計算できることになる。(299)式のGは 1955に松原により統計力学に

初めて導入された [7]。従って、このグリーン関数を松原グリーン関数と呼ぶ。

E.1　松原グリーン関数の摂動計算

(299)式の松原グリーン関数に対する摂動展開を行うために、まず、演算子 Ŝ(β) = eβĤ0e−βĤ

を以下のように一般化する。

Ŝ(τ, τ ′) ≡ eτĤ0e−τĤeτ ′Ĥe−τ ′Ĥ0 = Tτ exp
[
−

∫ τ

τ ′
Ĥint(τ1)dτ1

]
. (301)

第二の等式が成立することは、その左右が同じ一階微分方程式 ∂Ŝ(τ, τ ′)/∂τ = −Ĥint(τ)Ŝ(τ, τ ′)と

初期条件 Ŝ(τ ′, τ ′) = 1を満たすことから明らかである。この定義式から得られる関係式 e−τĤeτ ′Ĥ =

e−τĤ0 Ŝ(τ, τ ′)eτ ′Ĥ0 および e−βΩ = e−βΩ0〈Ŝ(β)〉0 を用いると、(299)式が次のように変形できる。

G(1, 1′) = −eβΩTrTτe−βĤeτ1Ĥψ̂(x1)e−τ1Ĥeτ ′
1Ĥψ̂†(x′

1)e
−τ ′

1Ĥ

= −TrTτeβ(Ω0−Ĥ0)Ŝ(β, τ1)eτ1Ĥ0ψ̂(x1)e−τ1Ĥ0 Ŝ(τ1, τ
′
1)e

τ ′
1Ĥ0ψ̂†(x′

1)e
−τ ′

1Ĥ0Ŝ(τ ′
1, 0)

〈Ŝ(β)〉0

= −〈Tτ Ŝ(β, τ1)ψ̂(1)Ŝ(τ1, τ
′
1)ψ̂

†(1′)Ŝ(τ ′
1, 0)〉0

〈Ŝ(β)〉0

= −〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(1′)Ŝ(β)〉0
〈Ŝ(β)〉0

. (302)

(302)式の分母は熱力学関数の摂動計算で既に扱ったので、ここでは分子を考察する。その非摂

動項は、(283)式のG(0)に等しい。つぎに、1次摂動からは次の表式を得る。

−〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(1′)Ŝ(1)(β)〉0 =
1
2

∫
d2

∫
d2′ V̄ (2 − 2′)〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(1′)ψ̂†(2)ψ̂(2)ψ̂†(2′)ψ̂(2′)〉0.
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図 16: 松原グリーン関数に対する 1次の Feynman図形

被積分関数の中の期待値の評価は、Feynman図形を用いて簡便に実行できる。トポロジー的に異

なるFeynman図形として、図 16の 4種類がある。これら 4種類の図形は、“外線”ψ̂(1)ψ̂†(1′)との

連結状態により、更に二つに分類できる。最初の二つの図形は外線とつながっている。一方、右二

つは外線および外線から切り離された閉じた図形から成っている。これらの Feynman図形には、

(302)式の分子の摂動展開における一般的構造が現れている。実際、n次摂動に現れる Feynmann

図形は、外線とつながった Ĥintの数 ncにより分類できる。そして、同じ ncを与える場合の数は、

n個の同等な Ĥint から nc個を選び出す組み合わせの数

nCnc =
n!

nc!(n − nc)!

に等しい。従って、(302)式の分子は、以下のように二つの寄与の積に変形できる。

−〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(1′)Ŝ(β)〉0

= −
∞∑

n′′=0

(−1)n′′

n′′!

n′′∑
nc=0

n′′Cnc

∫
dτ1′′ · · ·

∫
dτn′′〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(1′)Ĥint(τ1′′) · · · Ĥint(τnc)〉0c

×〈Tτ Ĥint(τnc+1) · · · Ĥint(τn′′)〉0

= −
∞∑

nc=0

(−1)nc

nc!

∫
dτ1c · · ·

∫
dτnc〈Tτ ψ̂(1)ψ̂†(1′)Ĥint(τ1c) · · · Ĥint(τnc)〉0c

×
∞∑

nd=0

(−1)nd

nd!

∫
dτ1d

· · ·
∫

dτnd
〈Tτ Ĥint(τ1d

) · · · Ĥint(τnd
)〉0

= −〈Tτ Ŝ(β)ψ̂(1)ψ̂†(1′)〉0c〈Ŝ(β)〉0. (303)

ここで添え字 cは外線とつながった図形を現す。第二の等式では、nd ≡ n− ncと置き、(n, nc)に

ついての条件つきの和を、(nc, nd)についての独立な和に書き換えた。この式を (302)式に代入す

ると、最終的に以下の表式を得る。

G(1, 1′) = −〈Tτ Ŝ(β)ψ̂(1)ψ̂†(1′)〉0c. (304)

このようにして、松原グリーン関数 G(1, 1′)の摂動計算においては、外線 ψ̂(1)ψ̂†(1′)とつながっ

た図形のみを考慮すればよいことが分かった。

松原グリーン関数の摂動計算における Feynman則は、以下のようにまとめられる。

(a) 外線とつながった n次の Feynman図形をすべて描く。
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図 17: 松原グリーン関数に寄与する Feynman図形の例

(b) 各々の Feynman図形に次の因子を対応させる。

(−1)n

2nn!
σn`

n∏
i=1

V̄ (i − i′) . (305)

ここで n`は閉じた粒子線の数である。

(c) jを出発して iに到着する粒子線に (283)式のG(0)(i, j)を対応させる。また、同時刻 (τi = τj)

の粒子線には (286b)式のG<(0)(xi, xj)を用いる。

(d) すべての内部変数について積分を行う。

例として図 17の二つの Feynman図形を取り上げる。左図については、積分変数を 2 ↔ 2′と入

れ替えた図形も同じ寄与を与える。従って、左図とトポロジー的に同じ図形すべてからの寄与を

Fockの頭文字を用いてG(1F)(1, 1′)とすると、G(1F)(1, 1′)として次式を得る。

G(1F)(1, 1′) = 2 × (−1)1

211!
σ0

∫
d2

∫
d2′ V̄ (2 − 2′)G(0)(1, 2)G<(0)(2, 2′)G(0)(2′, 1′)

= −
∫

d2
∫

d2′ V̄ (2 − 2′)G(0)(1, 2)G<(0)(2, 2′)G(0)(2′, 1′). (306a)

一方、右図に対しては、(i) Ĥint(τ2) ↔ Ĥint(τ3)および (ii) 2 ↔ 2′, 3 ↔ 3′の入れ替えをした図形

も同じ寄与を与える。従って、右図とトポロジー的に同じ図形の寄与を exchangeの頭文字を用い

てG(2e)(1, 1′)と表すと、G(2e)(1, 1′)として次式を得る。

G(2e)(1, 1′) = 2!22 × (−1)2

222!
σ0

∫
d2

∫
d2′

∫
d3

∫
d3′ V̄ (2 − 2′)V̄ (3 − 3′)

×G(0)(1, 2)G(0)(2, 3′)G(0)(3′, 2′)G(0)(2′, 3)G(0)(3, 1′)

=
∫

d2
∫

d2′
∫

d3
∫

d3′ V̄ (2 − 2′)V̄ (3 − 3′)

×G(0)(1, 2)G(0)(2, 3′)G(0)(3′, 2′)G(0)(2′, 3)G(0)(3, 1′). (306b)

これらの例に見られるように、一般に (305)式の因子 (2nn!)−1は、内部変数の取り替えの自由度

とキャンセルして消える。

E.2 自己エネルギーとDyson方程式

上述のように、松原グリーン関数の摂動展開においては、外線とつながったFeynman図形のみ

を考慮すればよい。ここでは、外線とつながったFeynman図形もさらに 2種類に大別できること

を示す。そして、その事実を用いて自己エネルギーの概念を導入し、さらにDyson方程式を導く。

77



この目的のために、(304)式の 2次摂動項を考察し、トポロジー的に異なる Feynman図形をす

べて描くと、次図のようになる。

(a)

(b)

(b)の 4種類の図形は中間のG(0)線を 1本切ることで二つの図形に分けることができる。そして、

それらの各々は、1次摂動に現れた図形に他ならない。一方、(a)の図形においては、外線と直接

つながらないG(0)線のうち、どれ一つを切っても二つに分けることはできない。これは、松原グ

リーン関数の摂動展開における一般的構造である。

この構造に対応して、(既約)自己エネルギーという概念を導入する。自己エネルギー Σとは、

(a)のタイプの図形から、外線とつながった二つの G(0)線を取り除くことにより得られる。具体

的に Feynman図形で表すと、下図のようになる。

Σ = + +
.....

+ + + + + +

右辺の最初の 2つが 1次摂動からの寄与、次の 6つが 2次摂動からの寄与である。例えば、2番目

と 4番目の図形に対応した自己エネルギーは、(306)式より、それぞれ以下のように表せることが

わかる。

Σ(1F)(1, 1′) = −V̄ (1 − 1′)G<(0)(1, 1′), (307a)

Σ(2e)(1, 1′) =
∫

d2
∫

d2′ V̄ (1 − 2)V̄ (1′ − 2′)G(0)(1, 2′)G(0)(2′, 2)G(0)(2, 1′). (307b)

この自己エネルギーを用い、また、G(0)とGにそれぞれ細い直線と太い直線を対応させると、(304)

式の摂動展開が次図のように表せる。

= + + + .....

= +

Σ Σ Σ

Σ

この図を数式で表現すると、以下のようになる。

G(1, 1′) = G(0)(1, 1′) +
∫

d2
∫

d2′G(0)(1, 2)Σ(2, 2′)G(2′, 1′). (308)
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この方程式を積分形のDyson方程式と呼ぶ。この方程式の微分形は次のようにして得られる。ま

ず、引数 1と 1′をそれぞれ行列の行と列を指定する添え字とみなし、この方程式の左からG(0)−1

を作用させると、次式が得られる。∫ [
G(0)−1(1, 2) − Σ(1, 2)

]
G(2, 1′) d2 = δ(1, 1′). (309)

一方、非摂動グリーン関数に対する方程式 (284) より、G(0)−1が以下のように求まる。

G(0)−1(1, 1′) =
[
− ∂

∂τ1
− p̂2

1

2m
− U(r1) + µ

]
δ(1, 1′). (310)

この式を (309)式に代入すると、微分形のDyson方程式が次のように得られる。[
−

∂

∂τ1
−

p̂2
1

2m
− U(r1) + µ

]
G(1, 1′) −

∫
Σ(1, 2)G(2, 1′) d2 = δ(1, 1′). (311)

非摂動グリーン関数G(0)(1, 1′)に対する方程式 (284)との違いは、左辺に自己エネルギー項がある

ことである。

E.3　松原グリーン関数の一般的性質

ここでは松原グリーン関数の一般的性質を列挙する。

(a) G(1, 1′)は τ1 − τ ′
1のみの関数

このことは演算子 e−βĤと e−τ1Ĥの可換性を用いて以下のように示せる。

G(1, 1′) = −TrTτeβ(Ω−Ĥ)eτ1Ĥψ̂(x1)e−τ1Ĥeτ ′
1Ĥψ̂†(x′

1)e
−τ ′

1Ĥ

= −TrTτeβ(Ω−Ĥ)e(τ1−τ ′
1)Ĥψ̂(x1)e−(τ1−τ ′

1)Ĥψ̂†(x′
1)

≡ G(x1, x
′
1; τ1 − τ ′

1). (312)

0 ≤ τ1, τ
′
1 ≤ βより、τ1 − τ ′

1は領域−β ≤ τ1 − τ ′
1 ≤ βを動くことがわかる。

(b) −β ≤ τ ≤ 0に対しG(x1, x′
1; τ + β) = σG(x1, x′

1; τ )

このことは次のように示せる。まず、−β ≤ τ ≤ 0のとき、

G(x1, x
′
1; τ) = −〈Tτ ψ̂H(x1τ)ψ̂†(x′

1)〉 = −σeβΩ Tr e−βĤψ̂†(x′
1)e

τĤψ̂(x1)e−τĤ.

一方、τ + β ≥ 0なので

G(x1, x
′
1; τ + β) = −eβΩ Tr e−βĤe(τ+β)Ĥψ̂(x1)e−(τ+β)Ĥψ̂†(x′

1)

= −eβΩ Tr eτĤψ̂(x1)e−τĤe−βĤψ̂†(x′
1)

= −eβΩ Tr e−βĤψ̂†(x′
1)e

τĤψ̂(x1)e−τĤ.
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従って、G(x1, x
′
1; τ + β) = σG(x1, x

′
1; τ)。ここで、境界条件 g(τ + β) = σg(τ)を満たす完

全系を構成するために、次の一階微分方程式を考える。

dg

dτ
= λg, g(τ + β) = σg(τ). (313)

微分方程式の解は g(τ) ∝ eλτ と求まり、境界条件を考慮すると、固有値が λ = −iε`のよう

に決まる。ただし、ε`は、`を整数として以下のように定義されている。

ε` =

{
2`π/β : σ = +1 (Bose粒子)
(2` + 1)π/β : σ = −1 (Fermi粒子)

. (314)

ω` ≡ ε`/h̄を松原周波数と呼ぶ。関数系 {e−iε`τ}∞`=−∞は、境界条件 g(τ + β) = σg(τ)を満

たす任意の関数 g(τ)に関する直交完全系を構成する。従って、松原グリーン関数は以下の

ように展開できる。

G(x1, x′
1; τ ) =

1

β

∞∑
`=−∞

G(x1, x′
1; iε`)e−iε`τ . (315a)

ここで、左辺と右辺の関数Gは、関数形が異なることに注意しておく。この逆変換は、両辺

に eiε`′ τ をかけ区間 [0, β]で積分し、続けて `′ → `の置き換えを行うことにより、次のよ

うに求まる。

G(x1, x′
1; iε`) =

∫ β

0
G(x1, x′

1; τ )eiε`τ dτ. (315b)

(c) 松原グリーン関数の Lehmann表示

全ハミルトニアン Ĥの固有値問題を Ĥ|Ψν〉 = Eν |Ψν〉とし、その固有値と固有関数が求まっ
たと仮定する。(312)式のG(x1, x

′
1; τ)をこの完全系で展開すると、以下のようになる。

G(x1, x
′
1; τ)

= −θ(τ)
∑
νν′

〈Ψν |eβ(Ω−Ĥ)eτĤψ̂(x1)e−τĤ|Ψν′〉〈Ψν′ |ψ̂†(x′
1)|Ψν〉

−σθ(−τ)
∑
νν′

〈Ψν′ |eβ(Ω−Ĥ)ψ̂†(x′
1)|Ψν〉〈Ψν |eτĤψ̂(x1)e−τĤ|Ψν′〉

= −
∑
νν′

[
θ(τ)eβ(Ω−Eν) + σθ(−τ)eβ(Ω−Eν′ )

]
eτ(Eν−Eν′ )〈Ψν |ψ̂(x1)|Ψν′〉〈Ψν′ |ψ̂†(x′

1)|Ψν〉.

(316a)

この表式を (315b)式に代入して積分を実行すると、次の表式が得られる。

G(x1, x
′
1; iε`) = −

∑
νν′

eβ(Ω−Eν) e
β(iε`+Eν−Eν′ ) − 1
iε` + Eν − Eν′

〈Ψν |ψ̂(x1)|Ψν′〉〈Ψν′ |ψ̂†(x′
1)|Ψν〉

=
∑
νν′

eβ(Ω−Eν) 1 − σeβ(Eν−Eν′ )

iε` + Eν − Eν′
〈Ψν |ψ̂(x1)|Ψν′〉〈Ψν′ |ψ̂†(x′

1)|Ψν〉. (316b)
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第二の等式では eiε`β = σを用いた。ここで、εを実数として、スペクトル関数 A(x1, x
′
1; ε)

を次式で導入する。

A(x1, x
′
1; ε) ≡ 2π

∑
νν′

eβ(Ω−Eν)[1 − σeβ(Eν−Eν′ )]〈Ψν |ψ̂(x1)|Ψν′〉〈Ψν′ |ψ̂†(x′
1)|Ψν〉

×δ(ε − Eν′ + Eν). (317)

このスペクトル関数A(x1, x
′
1; ε)を εについて積分すると、以下のようになる。∫ ∞

−∞
A(x1, x

′
1; ε)

dε

2π
=

∑
ν

eβ(Ω−Eν)〈Ψν |[ψ̂(x1)ψ̂†(x′
1) − σψ̂†(x′

1)ψ̂(x1)]|Ψν〉.

右辺の導出の際には、完全性 |Ψν〉〈Ψν | = 1を用い、また σに比例した項については添え字

の入れ替え ν ↔ ν ′を行った。ここで、場の演算子の交換関係を用いると、最終的に次の総

和則を得る。 ∫ ∞

−∞
A(x1, x′

1; ε)
dε

2π
= δ(x1, x′

1). (318a)

一方、(317)式の複素共役をとることにより、以下の性質も導ける。

A∗(x1, x′
1; ε) = A(x′

1, x1; ε). (318b)

すなわち、x1と x′
1を行列の足と考えると、A(x1, x

′
1; ε)はエルミート行列とみなせる。最後

に、A(x1, x
′
1; ε)の固有値と固有ベクトルをAr(ε)および ϕr(x1; ε) とする。すなわち∫

A(x1, x
′
1; ε)ϕr(x′

1; ε)dx′
1 = Ar(ε)ϕr(x1; ε).

そして、場の演算子を

ψ̂(x) =
∑

r

ĉr(ε)ϕr(x; ε)

と展開する。すると、Ar(ε)は次のように書ける。

Ar(ε) = 2π
∑
νν′

eβ(Ω−Eν)[1 − σeβ(Eν−Eν′ )]|〈Ψν |ĉr(ε)|Ψν′〉|2δ(ε − Eν′ + Eν).

この式より、σ = −1の Fermi粒子系では Ar(ε) > 0であることがわかる。また、|Ψν〉が
|Ψν′〉に消滅演算子を作用して得られる状態であることを考慮すると、不等式Eν′ − Eν > 0

が成立することがわかり、1 − eβ(Eν−Eν′ ) > 0が結論される。従って、σ = +1の Bose粒子

系においてもAr(ε) > 0が成立する。以上より、A(x1, x′
1; ε)は、Bose粒子系・Fermi粒

子系どちらにおいても正値エルミート行列である。

スペクトル関数を用いると、(316b)式は以下のように積分表示できる。

G(x1, x′
1; iε`) =

1

2π

∫ ∞

−∞

A(x1, x′
1; ε)

iε` − ε
dε. (319)

この表現は、松原グリーン関数のLehmann表示と呼ばれている。この式より、スペクトル

関数A(x1, x
′
1; ε)が松原グリーン関数G(x1, x

′
1; iε`) を一意的に決定することがわかる。
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相互作用のない場合には、松原グリーン関数・スペクトル関数共に非常に簡単な形を持つ。

まず、τ 表示の松原グリーン関数は (283b)式で与えられる。それを (315b)式に代入して積

分すると、周波数表示の松原グリーン関数が以下のように得られる。

G(0)(x1, x2; iε`) =
∑

k

ϕk(x1)ϕ∗
k(x2)

iε` − ξk
. (320)

ここで、ξk ≡ εk − µは、化学ポテンシャルから測った一粒子エネルギー、すなわち励起エ

ネルギーである。対応するスペクトル関数は、励起エネルギー ξk の δ関数の和として、以

下のように表される。

A(0)(x1, x2, ε) = 2π
∑

k

ϕk(x1)ϕ∗
k(x2)δ(ε − ξk). (321)

(d) G(x1, x′
1; iε`) → G(x1, x′

1; τ )の変換

(315)式では、G(x1, x
′
1; τ)から、{e−iε`τ}∞`=−∞の直交性を用いることにより、G(x1, x

′
1; iε`)

式の表現をえた。ここでは逆に、(315b)式の表式が得られたとき、(315a)式の和をとるこ

とを考える。ここで扱う方法は、平衡状態の摂動論における基本的テクニックである。

まず、複素数 zの関数としての Bose/Fermi分布関数 f(z) ≡ 1/(eβz − σ)が、(314)式で与

えられる ε`に対し、次の性質を持つことに注意する。

lim
z→iε`

(z − iε`)f(z) = lim
z→iε`

1
βeβz

=
σ

β
.

すなわち z = iε`は f(z)の一位の極で、その留数は σ/βである。従って、複素関数論の留数

の定理より、(315a)式の和は以下のように変形できる。

I ≡ 1
β

∞∑
`=−∞

G(iε`)e−iε`τ = σ

∫
C

dz

2πi
G(z)e−τz

{
θ(τ)[f(z) + σ] + θ(−τ)f(z)

}
= σ

∫ ∞

−∞

dε

2π
A(ε)

∫
C

dz

2πi

e−τz

z − ε

[
θ(τ)

σeβz

eβz − σ
+ θ(−τ)

1
eβz − σ

]
. (322a)

Im

Re

z

z

iε
l

ε

C

Im

Re

z

z

iε
l

ε

C

Bose粒子 Fermi粒子

図 18: 複素 z平面上の積分経路
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ただし、Cは複素 z平面の虚軸を反時計回りに一周する図 18の積分路である。τ > 0の場合

については、以下で複素関数論における Jordanの補助定理を使えるようにするため、f(z)

に定数 σを加えた。この被積分関数は次のように |z| → ∞で |z|−1よりも速く 0に近づく。

θ(τ)σe(β−τ)z + θ(−τ)e−τz

(z − ε)(eβz − σ)
|z|→∞−→


θ(τ)σe−τz + θ(−τ)e−(β+τ)z

z
: −π

2
< argz <

π

2

−θ(τ)e(β−τ)z + θ(−τ)σe−τz

z
:
π

2
< argz <

3π

2

.

従って、Jordanの補助定理が適用可能である。より具体的には、複素 z平面上に半径Rの

積分路 (R → ∞)をつけ加え、虚軸の左右に積分路を閉じることができる。この閉じた二つ

の積分路は共に時計回りであり、その内部の特異点は z = εにおける一位の極のみである。

この極について留数の定理を適用し、さらに (317)式を代入すると、上記の和 I が次のよう

に変形できる。

I = −σ

∫ ∞

−∞

dε

2π
A(ε)

[
θ(τ)

σe(β−τ)ε

eβε − σ
+ θ(−τ)

e−τε

eβε − σ

]
= −σ

∑
νν′

eβ(Ω−Eν)[1 − σeβ(Eν−Eν′ )]〈Ψν |ψ̂(x1)|Ψν′〉〈Ψν′ |ψ̂†(x′
1)|Ψν〉

×eτ(Eν−Eν′ )[θ(τ)σe−β(Eν−Eν′ ) + θ(−τ)]
e−β(Eν−Eν′ ) − σ

= −
∑
νν′

[
θ(τ)eβ(Ω−Eν) + σθ(−τ)eβ(Ω−Eν′ )

]
eτ(Eν−Eν′ )〈Ψν |ψ̂(x1)|Ψν′〉〈Ψν′ |ψ̂†(x′

1)|Ψν〉.

(322b)

このようにして、(316b)式から (316a)式が導かれた。

(e) G(1, 1′)のスペクトル関数による表現

(322b)式の第一の表式に注意し、それが (315a)式に等しいことを考慮すると、(285)式の一

般化である次の表式を得る。

G(1, 1′) = θ(τ1 − τ ′
1)G

>(1, 1′) + θ(τ ′
1 − τ1)G<(1, 1′). (323a)

ここでG>とG<はKadanoff-Baymの相関関数 [6]で、スペクトル関数AとBose/Fermi分

布関数 f(ε) ≡ (eβε − σ)−1 を用いて次のように表せる。

G>(1, 1′) ≡ −
∫ ∞

−∞

dε

2π
A(x1, x

′
1; ε)[1 + σf(ε)]e−ε(τ1−τ ′

1), (323b)

G<(1, 1′) ≡ −
∫ ∞

−∞

dε

2π
A(x1, x

′
1; ε)σf(ε)e−ε(τ1−τ ′

1). (323c)

Appendix F. 繰り込まれた摂動展開

F.1　自己エネルギーの繰り込みと自己無撞着摂動展開

Appendix Eでは松原グリーン関数の摂動展開を考察した。この展開は外線とつながったFeynman

図形を用いて実行できる。それに関連して自己エネルギー Σの概念も導入した。自己エネルギー
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は、上記の Feynman図形から外線 2本を取り除いた図形の中で、どの一本の粒子線を切ることに

よっても二つに分けられない図形からの寄与として定義され、トポロジー的に異なるFeynman図

形を用いて以下のように表せる。

Σ = + +
.....

+ + + + + +

ここで最後の四つの図形に注目する。すると、下図の四角で囲まれた部分が、非摂動グリーン関

数G(0)に対する自己エネルギー補正に他ならず、以下の図のように自己エネルギー中でG(0) → G

とする効果があることがわかる。

+ +

この考察より、自己エネルギーは次のようにしても得られることがわかる。すなわち、自己エネル

ギーに寄与する Feynman図形の中から「骨格図形」と呼ばれる自己エネルギー補正のない図形の

みを取り出し、G(0) → Gの置き換えを実行する。この摂動展開を、以下、繰り込まれた骨格図形

展開と呼ぼう。Gに太い直線を対応させると、この摂動展開における自己エネルギーは、Feynman

図形を用いて以下のように表せる。

Σ = + + + + .....

対応する解析的表現は、次式で与えられる。

Σ(1, 1′) = −σδ(1, 1′)
∫

d2 V̄ (1 − 2)G(2, 2) − V̄ (1 − 1′)G(1, 1′)

+
∫

d2
∫

d2′ V̄ (1 − 2)V̄ (1′ − 2′)[σG(1, 1′)G(2, 2′)G(2′, 2) + G(1, 2′)G(2′, 2)G(2, 1′)]

+ · · · . (324)

ただし、1次摂動に現れる同時刻の松原グリーン関数はG<と解釈するものとする。

骨格図形展開は自己無撞着な摂動展開である。実際この展開では、Σは Gの汎関数 Σ = Σ[G]

として与えられているが、一方Gは、Dyson方程式

= + Σ

を満たすように決める必要があり、必然的に Σに依存する。従って、繰り込まれた骨格図形展開

では、GとΣを自己無撞着に決める必要がある。特に、上記のΣに対する骨格図形の中で、下図

で表される 1次摂動項 ΣHFのみを残し、また Dyson方程式中で Σ → ΣHFとしてGと ΣHFを自

己無撞着に決める近似法を、Hartree-Fock近似と呼ぶ。具体的に、ΣHFに対応する Feynman図

形は、以下のように与えられる。

Σ = +
HF
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F.2　自己エネルギーの別表現

(324)式の自己エネルギーは、次のようにも表すことができる。まず、熱力学関数Ωの摂動展開

に現れる Feynman図形の中から骨格図形のみを取り出し、G(0) → Gの置き換えをしたものを Φ

で表す。Φ トポロジー的に異なる Feynman図形を用いて表すと、以下のようになる。

+ + + +Φ =

これに対応する解析的表式は、

Φ ≡ − 1
β

[〈Ŝ(β)〉0c − 1]skeleton,G(0)→G.

=
1
2β

∫
d1

∫
d1′ V̄ (1 − 1′)[G(1, 1)G(1′, 1′) + σG(1, 1′)G(1′, 1)]

− 1
4β

∫
d1

∫
d1′

∫
d2

∫
d2′ V̄ (1 − 1′)V̄ (2 − 2′)[G(1, 2)G(2, 1)G(1′, 2′)G(2′, 1′)

+σG(1, 2)G(2, 1′)G(1′, 2′)G(2′, 1)]

+ · · · (325)

で与えられる。(325)式の n次摂動項を (324)式の n次摂動項と比べると、Gの個数が一つ多く、

かつ、数係数−σ/2nβの違いがあることがわかる。Φに現れるこの因子 1/2nは閉じた図形におい

て 2n個のGが同等であることに由来し、また、σは閉じた粒子線の個数が一つ多いためである。

簡単な計算で確かめられるように、(324)式の Σは、この Φから、汎関数微分

Σ(1, 1′) = −σβ
δΦ

δG(1′, 1)
(326)

により得られる。

F.3　自己エネルギーの性質

自己エネルギーΣ(1, 1′)は、グリーン関数G(1, 1′)と同じく τ1 − τ ′
1 のみの関数であり、(314)式

の ε`を用いて

Σ(1, 1′) =
1
β

∑
`

Σ(x1, x
′
1; iε`) e−iε`(τ1−τ ′

1) (327)

と展開できる。これは、(i) G(1, 1′)とG(0)(1, 1′)が (315a)式のように展開できる、(ii) Dyson方程

式Σ = G(0)−1 −G−1が成立する、という 2点から明らかである。さらに、展開係数Σ(x1, x
′
1; iε`)

は、(319)式のG(x1, x
′
1; iε`)と同様に、以下のように Lehmann表示できる。

Σ(x1, x
′
1; iε`) = Σ(HF)(x1, x

′
1) +

∫ ∞

−∞

dε

2π

AΣ(x1, x
′
1; ε)

iε` − ε
. (328)
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これは、(324)式の各項の周波数表示を具体的に書き下すことで確かめられる。まず、(324)式の

Hartree-Fock項を考えよう。この項は δ(τ1 − τ ′
1) = β−1

∑
` e−iε`(τ1−τ ′

1) に比例しており、(323)式

を代入すると、上式の Σ(HF)(x1, x
′
1)が以下のように得られる。

Σ(HF)(x1, x
′
1) = δ(x1, x

′
1)

∫
dx2V (r1 − r2)

∫ ∞

−∞

dε1

2π
A(x2, x2; ε1)f(ε1)

+σV (r1 − r′1)
∫ ∞

−∞

dε1

2π
A(x1, x

′
1; ε1)f(ε1). (329)

また、(324)式の 2次摂動項は、(279)式と (323)式を代入し、次のように表せる。

Σ(2)(1, 1′) = −
∫

dx2

∫
dx′

2V (r1 − r2)V (r′1 − r′2)
∫ ∞

−∞

dε′1
2π

∫ ∞

−∞

dε2

2π

∫ ∞

−∞

dε′2
2π

×
[
σA(x1, x

′
1; ε2)A(x2, x

′
2; ε

′
2)A(x′

2, x2; ε′1) + A(x1, x
′
2; ε2)A(x′

2, x2; ε′1)A(x2, x
′
1; ε

′
2)

]
×

[
θ(τ1 − τ ′

1)(1 + σf2)(1 + σf2)σf ′
1 + θ(τ ′

1 − τ1)f2f
′
2(1 + σf ′

1)
]
e−(τ1−τ ′

1)(ε2+ε′2−ε′1).

ここで f(ε′1) = f ′
1などと略記した。さらに、この式に eiε`(τ1−τ ′

1)をかけ、τ ≡ τ1 − τ ′
1について区

間 [0, β]で積分する。すると、Σ(2)(x1, x
′
1; iε`)の表式が以下のように得られる。

Σ(2)(x1, x
′
1; iε`) = −

∫
dx2

∫
dx′

2V (r1 − r2)V (r′1 − r′2)
∫ ∞

−∞

dε′1
2π

∫ ∞

−∞

dε2

2π

∫ ∞

−∞

dε′2
2π

[
A(x1, x

′
1; ε2)

×A(x2, x
′
2; ε

′
2)A(x′

2, x2; ε′1) + σA(x1, x
′
2; ε2)A(x′

2, x2; ε′1)A(x2, x
′
1; ε

′
2)

]
×σ(1 + σf ′

1)f2f
′
2 − f ′

1(1 + σf2)(1 + σf2)
iε` + ε′1 − ε2 − ε′2

. (330)

これを (328)式と見較べることで、A
(2)
Σ (x1, x

′
1; ε1)が次のように書き下せる。

A
(2)
Σ (x1, x

′
1; ε1) = −

∫
dx2

∫
dx′

2V (r1 − r2)V (r′1 − r′2)
∫ ∞

−∞

dε′1
2π

∫ ∞

−∞

dε2

2π

∫ ∞

−∞

dε′2
2π

[
A(x1, x

′
1; ε2)

×A(x2, x
′
2; ε

′
2)A(x′

2, x2; ε′1) + σA(x1, x
′
2; ε2)A(x′

2, x2; ε′1)A(x2, x
′
1; ε

′
2)

]
×[σ(1 + σf ′

1)f2f
′
2 − f ′

1(1 + σf2)(1 + σf2)]2πδ(ε1 + ε′1 − ε2 − ε′2). (331)

F.4　熱力学ポテンシャルの別表現—その１

熱力学ポテンシャル Ωは (264)式で定義され、(265)式の Ŝ(β)を用いて (293)式のようにも表

すことができた。この Ωに二つの異なる表現を与えよう。それらは、熱力学量の一般的構造の解

明や実際の計算に際し有益である。

まず、(264)式の Ĥ = Ĥ0 + Ĥintにおいて、λ′をパラメータとして Ĥint → λ′Ĥintの置き換えを

行う。対応する熱力学ポテンシャル Ωλ′ を λ′で微分すると、

∂Ωλ′

∂λ′ =
Tr e−βĤλ′ Ĥint

Tr e−βĤλ′
=

〈λ′Ĥint〉λ′

λ′

が得られる。ただし、〈· · · 〉λ′ は、Ĥλ′ ≡ Ĥ0 + λ′Ĥintに対応する密度行列での期待値である。上式

を λ′について 0から λまで積分し、Ĥλ′=0 = Ĥ0に注意すると、次式が得られる。

Ωλ = Ω0 +
∫ λ

0

〈λ′Ĥint〉λ′

λ′ dλ′. (332)
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一方、ψ̂H(1) ≡ eτ1Ĥψ̂(x1)e−τ1Ĥに対するHeisenbergの運動方程式は、

∂ψ̂H(1)
∂τ1

= −eτ1Ĥ[ψ̂(x1)Ĥ − Ĥψ̂(x1)]e−τ1Ĥ

で与えられる。この式に (261)式で与えられる Ĥの表式を代入して交換関係を計算すると、次の
結果が得られる。

∂ψ̂H(1)
∂τ1

= −
[

p̂2
1

2m
+ U(r) − µ

]
ψ̂H(1) −

∫
d2 V̄ (1 − 2)ψ̂†

H(2)ψ̂H(2)ψ̂H(1). (333)

この式の右から−ψ̂†
H(1′)をかけた後、左から Tτ を作用し、さらに密度行列 ρ̂ ≡ e−βĤ/Tr e−βĤで

平均操作を行う。その結果を松原グリーン関数 G(1, 1′) ≡ −〈Tτ ψ̂H(1)ψ̂†
H(1′)〉を用いて書き下す

と、以下のようになる。[
− ∂

∂τ1
− p̂2

1

2m
− U(r) + µ

]
G(1, 1′) +

∫
d2 V̄ (1 − 2)〈Tτ ψ̂

†
H(2)ψ̂H(2)ψ̂H(1)ψ̂†

H(1′)〉 = δ(1, 1′).

ここで右辺に δ関数があるのは、両辺に ∂〈Tτ ψ̂H(1)ψ̂†
H(1′)〉

∂τ1
− 〈Tτ

∂ψ̂H(1)
∂τ1

ψ̂†
H(1′)〉 = δ(1, 1′)を加えたた

めである。この式をDyson方程式 (311)と見比べると、次の恒等式を得る。∫
d2Σ(1, 2)G(2, 1′) = −

∫
d2 V̄ (1 − 2)〈Tτ ψ̂

†
H(2)ψ̂H(2)ψ̂H(1)ψ̂†

H(1′)〉. (334)

この式で 1′ = 1+、すなわち x′
1 = x1および τ ′

1 = τ1+と置き、−σ/2βをかけて 1について積分す

る。すると、右辺は相互作用の期待値 〈Ĥint〉を与える。従って、〈Ĥint〉に対する次の表式を得る。

〈Ĥint〉 = − σ

2β

∫
d1

∫
d2Σ(1, 2)G(2, 1′)

∣∣
1′=1+

. (335)

(335)式を (332)式に代入すると、熱力学関数をGと Σで表す次の式が得られる。

Ωλ = Ω0 −
σ

2β

∫ λ

0

dλ′

λ′

∫
d1

∫
d2 Σλ′(1, 2)Gλ′(2, 1′)

∣∣
1′=1+

. (336)

相互作用 Ĥintに対する熱力学関数は、この式で λ = 1と置くことにより得られる。しかし、この

表式を実際の計算に使うためには、0 ≤ λ ≤ 1の全領域における ΣλとGλが必要である。

F.5　熱力学ポテンシャルの別表現—その２

熱力学関数のもう一つの表現は次式で与えられる。

Ω =
σ

β
Tr[ln(−G(0)−1 + Σ) + Σ G] + Φ. (337)

ここで、GはG(1, 1′)を行列要素とする行列であり、Trは

TrA ≡
∫

A(1, 1+)d1 (338)
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を表す。対数関数の分枝は実軸上の−∞から 0に取った。また、Φは (325)式で定義されている。

LuttingerとWard [22] により見出されたこの表式は、松原グリーン関数から直接に熱力学関数

を計算することを可能にするだけでなく、厳密な熱力学的関係式の導出に際しても大変便利であ

る。なお、(337)式は、Luttinger-Wardの原論文とは表現が少し異なる。LuttingerとWardは、

G = G[Σ]と、松原グリーン関数を自己エネルギーΣの汎関数とみなし、Ωを自己エネルギーΣの

汎関数として書き下した。ここでは逆にΣ = Σ[G]と考え、Ωを松原グリーン関数Gの汎関数とし

て与えている。Landauの Fermi流体論との関連を考えるとき、ここでの定義の方が便利である。

(337)式は次の性質を持つ。
δΩ

δG(1′, 1)
= 0. (339)

すなわち、Gが微小に変化してもΩは不変である。(339)式は、Dyson方程式G−1 = G(0)−1 − Σ

と (326)式を用いて、以下のように示せる。

σβ
δΩ

δG(1′, 1)
= Tr

{
− δΣ

δG(1′, 1)
(G(0)−1− Σ)−1+

[
δΣ

δG(1′, 1)
G + Σ

δG

δG(1′, 1)

]}
+ σβ

δΦ
δG(1′, 1)

= 0.

(339)式を用いると、(337)式が (336)式のΩλ=1と等価であることを示すことができる。この目

的のために、(337)式で Ĥint → λĤintと置き換えたものを

Yλ ≡ σ

β
Tr[ln(−G(0)−1 + Σλ) + ΣλGλ] + Φλ, (340)

で表し、以下、Yλ = Ωλを証明する。まず、この Yλを λで微分しよう。Yλの λ依存性には、Φλ

の n次項における n個の相互作用に由来する λnの項と、Gλを通した依存性の二種類がある。し

かし、停留性 (339)より、後者の寄与は考慮しなくてよい。そして、(i) (324)式と (325)式の n次

摂動項における因子−σ/2nβの違い、(ii) dλn/dλ = nλn/λ、および、(iii) (326)式に注意すると、

次式を得る。
∂Yλ

∂λ
=

∂Φλ

∂λ
= − σ

2βλ
TrΣλGλ =

∂Ωλ

∂λ
. (341a)

このように、Yλは、λに関して (336)式のΩλと同じ一階微分方程式を満たす。従って、もし初期値

Y0 = (σ/β)Tr ln(−G(0)−1) が Y0 = Ω0を満たせば、任意の λについて Yλ = Ωλが成立することに

なる。Y0 = Ω0を示すために、(310)式のG(0)−1(1, 1′)を対角化する表示φ`k(1) ≡ 1√
β
e−iε`τ1ϕk(x1)

を採用する。ここで ϕk(x1)は (225)式の固有関数であり、また ε`は (314)式で定義されている。

この規格直交化された固有関数を用い、完全性
∑

`k φ`k(1)φ∗
`k(1

′) = δ(1, 1′)に注意すると、(310)

式のG(0)−1(1, 1′)が、ξk ≡ εk − µを用いて次のように書けることがわかる。

G(0)−1(1, 1′) =
∞∑

`=−∞

∑
k

φ`k(1)(iε` − ξk)φ∗
`k(1

′).

この表示における Y0の表式は、

Y0 =
σ

β

∑
`

∑
k

eiε`0+ ln(ξk − iε`)
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図 19: 複素 z平面上の積分経路

で与えられる。ここで因子 eiε`0+ は (338)式における 1+の添え字に由来する。ε`が関数 f(z) ≡
(eβz − σ)−1の一位の極であり、その留数が σ/β であることを用いると、nについての和は以下の

複素積分に変換できる。

Y0 =
∫

C

dz

2πi

∑
k

ez0+

eβz − σ
ln(ξk − z).

ここで Cは虚軸の周りを反時計回りに回る図 19の積分路を表す。(322)式の辺りで詳しく述べた

ように、この虚軸に平行な経路 C は、Jordanの補助定理を用いて、実軸のまわりの経路 C ′に変

形できる。さらに、(eβz − σ)−1 = σ
β

d
dz ln(1 − σe−βz)に注意して zに関して部分積分を行う。す

ると、C ′の端からの寄与は消えることがわかる。最後に、C ′内の 1位の極 ξk に留数の定理を用

いる。以上の手順を経て Y0が次のように変形できる。

Y0 = −σ

β

∑
k

∫
C′

dz

2πi
ez0+

ln(1 − σe−βz)
z − ξk

=
σ

β

∑
k

ln(1 − σe−βξk) = Ω0. (341b)

このようにして、Y0 = Ω0を示すことができた。(341)式より、一般の λ ≥ 0について Yλ = Ωλが

成立することになる。そこで λ = 1 と置くことで、(337)式の証明が完了した。

G　熱平衡状態におけるエントロピーの表式

(337)式を用いると、熱平衡状態におけるエントロピー S = −∂Ω/∂T の厳密な表式が得られる

[20, 21]。導出は後回しにしてまず結果を示すと、以下のようになる。

S = kBTr
∫ ∞

−∞

dε

2π

[
−f ln f + σ(1 + σf) ln(1 + σf)

] [
A

(
1 − ∂ReΣR

∂ε

)
+ AΣ

∂ReGR

∂ε

]
. (342)

ここで f(ε) ≡ (eβε − σ)−1 は Bose/Fermi分布関数であり、GR = GR(ε)は GR(x1, x
′
1; ε)を要素

とする行列、また、Trは x1 = r1α1を足とする行列の対角和 (積分)を表す。GR(ε)と ΣR(ε)は、

それぞれ (319)式および (328)式から、iε` → ε + i0+と解析接続して得られるいわゆる遅延関数

である。さらにReGRとReΣR は次式で定義されている。

ReGR(ε) ≡ P
∫ ∞

−∞

dε′

2π

A(ε′)
ε − ε′

, ReΣR(ε) ≡ Σ(HF) + P
∫ ∞

−∞

dε′

2π

AΣ(ε′)
ε − ε′

. (343)
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GRが行列のとき、ReGRは必ずしも実数ではないことを注意しておく。

ここで、スピン自由度αを無視し、さらに (262a)式でU(r) = 0の場合を考える。すると、スペ

クトル関数A(r1, r′1; ε)等は、一様系の固有関数 ϕp(r) ≡ V−1/2eip·r/h̄ を用いて (V は系の体積)、

A(r1, r′1; ε) =
∑
p

ϕp(r1)A(p, ε)ϕ∗
p(r′1)

と展開できる。これらの表式を (342)式に代入し、V−1をかけて r積分を実行すると、次式が得ら

れる。

S

V
= kB

∫ ∞

−∞

dε

2π

∫
d3p

(2πh̄)3
[
−f ln f + σ(1 + σf) ln(1 + σf)

]
×

{
A(p, ε)

[
1 − ∂ReΣR(p, ε)

∂ε

]
+ AΣ(p, ε)

∂ReGR(p, ε)
∂ε

}
. (344)

これは、(77)式で φ → f と置き換えたものに他ならない。このようにして、(77)式が平衡統計力

学と矛盾の無い表式であることがわかった。

(342)式の導出に移ろう。まず、(337)式を T 微分に便利な形に変形する。(315a)式と (327)式

を (337)式に代入し、(338)式を考慮して τ1の対角和 (積分)を実行すると、次式が得られる。

Ω =
σ

β

∑
`

Tr
{
ln

[
H(0) + Σ(iε`) − iε`1

]
+ Σ(iε`) G(iε`)

}
eiε`0+ + Φ. (345)

ここでG(iε`)はG(x1, x
′
1; iε`)を要素とする行列を表し、また Trは x1 = r1α1を足とする行列の

対角和を表す。この Φと Ωは G(iε`)の汎関数と見直すことができる。そして、(326)式と (339)

式に由来する次の性質を持つ。

Σ(x1, x
′
1; iε`) = −σβ

δΦ
δG(x′

1, x1; iε`)
,

δΩ
δG(x′

1, x1; iε`)
= 0. (346)

さらに、(341b)式を導出した手続きを用いて、(345)式を次のように変形する。

Ω =
∫

C′

dz

2πi
f(z)ez0+Tr

{
ln

[
H(0)+Σ(z)−z1

]
+ Σ(z) G(z)

}
+ Φ

= P
∫ ∞

−∞

dε

2π
f(ε)Tr

{
ln

[
H(0) + Σ(ε+) − ε+1

]
− ln

[
H(0) + Σ(ε−) − ε−1

]
− A(ε)ReΣR(ε)

−AΣ(ε)ReGR(ε)
}

+ Φ. (347)

ここで、C ′は図 19に示した積分路であり、主値記号 Pは Bose分布関数の実軸上の極 ε = 0を除

く必要から生じ、また、ε± ≡ ε ± i0+である。

(347)式の右辺第一項は、T 微分を実行するのに適した形をしている。実際、(319)式のLehmann

表示を考慮すると、(345)式あるいは (347)式をスペクトル関数 A(ε)の汎関数と見直すことがで

きる。そして、その Ω = Ω[A(ε)]は、明らかに

δΩ
δA(x′

1, x1; ε)
= 0 (348)
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を満たす。従って、(347)式の T 微分を実行する際には、あらわな T 依存性、すなわち、f(ε)の

T 依存性のみを考慮すればよいことになる。

そこで、(325)式の Φも Aと f を用いた表式に書き換えておく。(325)式に (323)式を代入し、

(279)式を考慮して τ 積分を実行する。すると、まず Hartree-Fock項に対して、次の表式が得ら

れる。

Φ(HF) =
1
2

∫
dx1

∫
dx′

1V (r1 − r′1)
∫ ∞

−∞

dε

2π

∫ ∞

−∞

dε′

2π
f(ε)f(ε′)

×[A(x1, x1; ε)A(x′
1, x

′
1; ε

′) + σA(x1, x
′
1; ε)A(x′

1, x1; ε′)]. (349)

同様に、(325)式の 2次摂動項は、以下のように書き換えられる。

Φ(2) = −1
4

∫
dx1

∫
dx′

1

∫
dx2

∫
dx′

2 V (r1 − r′1)V (r2 − r′2)
∫ ∞

−∞

dε1

2π

∫ ∞

−∞

dε′1
2π

∫ ∞

−∞

dε2

2π

∫ ∞

−∞

dε′2
2π

×
[
A(x1, x2; ε1)A(x2, x1; ε2)A(x′

1, x
′
2; ε

′
1)A(x′

2, x
′
1; ε

′
2) + σA(x1, x2; ε1)A(x2, x

′
1; ε2)

×A(x′
1, x

′
2; ε

′
1)A(x′

2, x1; ε′2)
]
J(ε1, ε

′
1, ε2, ε

′
2). (350)

ここで、J(ε1, ε
′
1, ε2, ε

′
2)は次の最初の積分式で定義され、以下のように変形できる。

J(ε1, ε
′
1, ε2, ε

′
2) ≡

(1 + σf1)(1 + σf ′
1)f2f

′
2

β

∫ β

0
dτ1

∫ τ1

0
dτ2 e−(τ1−τ2)(ε1+ε′1−ε2−ε′2) + (1 ↔ 2)

=
(1 + σf1)(1 + σf ′

1)f2f
′
2

ε1 + ε′1 − ε2 − ε′2

[
1 +

e−β(ε1+ε′1−ε2−ε′2) − 1
β(ε1 + ε′1 − ε2 − ε′2)

]
+ (1 ↔ 2)

=
(1 + σf1)(1 + σf ′

1)f2f
′
2 − f1f

′
1(1 + σf2)(1 + σf ′

2)
ε1 + ε′1 − ε2 − ε′2

. (351a)

ここで、f1 = f(ε1), f ′
1 = f(ε′1)などであり、また、(1 ↔ 2)は直前の項から添え字 1と 2を入れ

替えることで得られる表式を意味している。最後の表式を得る際には、

(1 + σf1)(1 + σf ′
1)f2f

′
2e

−β(ε1+ε′1−ε2−ε′2) = f1f
′
1(1 + σf2)(1 + σf ′

2)

を用いた。上のJ(ε1, ε
′
1, ε2, ε

′
2)は ε1+ε′1−ε2−ε′2 = 0で正則であることを注意しておく。これは、最

初の積分による定義式からも明らかであり、また、途中の式においても、分子を ε1+ε′1−ε2−ε′2 = 0

から Taylor展開することで容易に確かめられる。従って、J は以下のようにも表せる。

J(ε1, ε
′
1, ε2, ε

′
2) = P

(1 + σf1)(1 + σf ′
1)f2f

′
2

ε1 + ε′1 − ε2 − ε′2
− P

f1f
′
1(1 + σf2)(1 + σf ′

2)
ε1 + ε′1 − ε2 − ε′2

. (351b)

上で得られた Φ(HF)と Φ(2)の表式を f(ε)で汎関数微分する。その際、J として (351b)式を用

いると便利である。そして、得られた表式を (329)式と (330)式と比較すると、ここで考察した摂

動の 2次までの範囲で、以下の関係式が成立していることがわかる。

δΦ
δf(ε)

=
1
2π

TrA(ε)ReΣR(ε). (352)

これは、(323)式と (326)式に由来する一般的関係式で、より高次まで成立していることを確認で

きる [20, 21]。
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(347), (348), (352)式より、S = −∂Ω/∂T が次のように得られる。

S = −P
∫ ∞

−∞

dε

2π

∂f

∂T
Tr

{
ln

[
H(0)+Σ(ε+)−ε+1

]
− ln

[
H(0)+Σ(ε−)−ε−1

]
− AΣ(ε)ReGR(ε)

}
.

さらに、∂f/∂T = −(∂/∂ε)kB[−f ln f +σ(1+σf) ln(1+σf)]を代入し、εについての部分積分を実

行して変形すると、最終的に (342)式が得られる。その際、Bose分布の−f ln f+σ(1+σf) ln(1+σf)

における ε = 0の特異性は弱い対数的な発散であることを考慮し、P記号を取り除いた。
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