
12 ガウスの法則による静電場の計算
電荷分布が高い対称性を持つ場合には、ガウスの法則の積分形∫

S

E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗)dS =
1

ε0

∫
V

ρ(r⃗) d3r (11.7)

を用いて電場が容易に計算できる。以下でその例を幾つか示す。

12.1 半径 aの球内に全電荷Qが一様に分布した場合
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右図のように、半径 aの球内に全電荷Qが一様に分布してい
る場合を考える。球の中心を原点に取ると、電荷分布の対称性
から、この場合の電場は原点に関して回転対称性を持ち、原点
から放射状に広がっているものと考えてよい。そこで、(11.7)

式の領域V として原点を中心とする半径 rの球を考えると、そ
の右辺は
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ε0

∫
V

ρ(r⃗)d3r =


Q

ε0

4
3
πr3

4
3
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=
Q

ε0

r3
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: r < a

Q

ε0
: r ≥ a

(12.1a)

と計算できる。ここで 4
3
πr3/

(
4
3
πa3

)
は、半径 rと aの球の体積

比である。一方、(11.7)式の左辺では、E⃗(r⃗) ∥ n⃗(r⃗)より、それ
らのスカラー積が E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗) = E(r)と球面上の点によらず一定である。従って積分が、∫

S

E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗)dS = E(r)

∫
S

dS = 4πr2E(r) (12.1b)

と計算できる。ただし、4πr2は半径 rの球面の表面積である。(12.1a)式と (12.1b)式を等
号で結ぶと、電場の大きさが

E(r) =
Q

4πε0
×


r

a3
: r < a

1

r2
: r ≥ a

(12.2)

と求まる。
(12.2)式の電場に対応する電位 ϕ(r⃗)を、

ϕ(r⃗) ≡ −
∫ r⃗

r⃗0

E⃗(s⃗) · ds⃗ (11.15)

に基づいて求めよう。基準点 r⃗0を無限遠点に、また、積分経路として r⃗方向の直線経路{
s⃗ = e⃗rs

ds⃗ = e⃗rds
, r ≤ s ≤ ∞, e⃗r ≡

r⃗

r
(11.16)
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を選び、次のように積分を変形する。

ϕ(r⃗) = −
∫ r⃗

∞e⃗r

E⃗(s⃗) · ds⃗ = −
∫ r

∞
E(s)e⃗r · e⃗rds = −

∫ r

∞
E(s)ds (12.3)

r ≥ aの時のこの積分は、(12.2)式の下の表式を代入して

ϕ(r⃗) = − Q

4πε0

∫ r

∞

ds

s2
=

Q

4πε0r
(r ≥ a) (12.4a)

と計算できる。一方、r < aの時は、(12.4a)式から得られる ϕ(e⃗ra)の値に a ≥ s ≥ rの積
分を加えて

ϕ(r⃗) = ϕ(e⃗ra)−
Q

4πε0a3

∫ r

a

sds =
Q

4πε0a
− Q

4πε0a3
r2 − a2

2
=

Q

4πε0a3
3a2 − r2

2
(r < a)

(12.4b)

が得られる。このように ϕ(r⃗)は rのみの関数である。
(12.2)式と (12.4)式を、それぞれQ/4πε0a

2とQ/4πε0aを単位として r/aの関数として
描くと、次のようになる。
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12.2 無限に長い直線上に電荷が一様に分布した場合
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右図のように、無限に長い直線上に電荷が一様に分布し
た場合を考える。その直線上に z軸をとると、電荷分布の
対称性から、この場合の電場は z軸に関して回転対称性を
持ち、z軸周りに放射状に広がっているものと考えてよい。
そこで、(11.7)式の領域 V として、z軸を中心軸とし、半径
が rで z方向に長さ 1を持つ円柱を考える。(11.7)式の右辺
は、直線上での単位長さあたりの電荷量を λとして、

1

ε0

∫
V

ρ(r⃗)d3r =
λ

ε0
(12.5a)

と計算できる。一方、(11.7)式の左辺では、円柱の側面で E⃗(r⃗) ∥ n⃗(r⃗)が成立し、それら
のスカラー積が E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗) = E(r)と側面の点によらず一定である一方、円柱の底面では
E⃗(r⃗) ⊥ n⃗(r⃗)で積分への寄与はゼロとなる。従って、∫

S

E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗)dS = E(r)

∫
円柱側面

dS = 2πrE(r) (12.5b)
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と計算できる。ただし、2πrは半径 rの底面を持ち高さが 1の円柱側面の表面積である。
(12.5a)式と (12.5b)式を等号で結ぶと、電場の大きさが

E(r) =
λ

2πε0r
(12.6)

と求まる。
この電場に対しては、電位を無限遠点で 0と選ぶことがことができない。しかし、２点
間 r0と r1 の間の電位の差は次のように計算できる。

ϕ(r1)− ϕ(r0) = −
∫ r1

r0

E(r)dr = − λ

2πε0

∫ r1

r0

dr

r
= − λ

2πε0
[ln r]r1r=r0

= − λ

2πε0
ln

r1
r0
(12.7)

ただし、ln r ≡ loge rは自然対数である。

12.3 金属表面の電場

12.4 金属の帯電の性質

金属は自由に動ける荷電粒子が存在することで特徴付けられ、有限の電気抵抗を持つ。
このことから、平衡状態の金属内部は正負電荷が相殺して電気的に中性であり、帯電は表
面のみに存在し得ることが結論づけられる。なぜなら、もし金属中に帯電が起これば、ガ
ウスの法則に従って電場が発生し、自由に動ける荷電粒子が加速されて電荷の再配置に向
けた非平衡状態となるからである。さらに、平衡状態における金属表面の電場は表面に垂
直である。なぜなら、もし表面に平行な電場成分があれば、自由に動ける荷電粒子が加速
されて電荷の再配置に向けた非平衡状態となるからである。まとめると、平衡状態におけ
る金属の帯電は表面のみで可能で、対応する電場は外向きで表面に垂直である。

∆S

E

σ

そこで、(11.7)式の V として、導体表面を囲み底面が導
体に平行な薄い円柱を考える。対応する (11.7)式の左辺は、∫

S

E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗)dS

=

∫
内側底面+外側底面+側面

E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗)dS

=

∫
外側底面

E⃗(r⃗) · n⃗(r⃗)dS

=E∆S (12.8)

と計算できる。ここで、電場が表面に垂直で外向きである
ことを使った。∆Sは円柱底面の面積である。一方、(11.7)式の右辺は、円柱導体の表面
における電荷の単位面積当たりの密度（面密度）σを用いて、σ∆S/ε0と計算できる。こ
の結果と (12.8)式を等号で結ぶと、導体表面の外向き電場の大きさが、

E =
σ

ε0
(12.9)

と求まる。
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12.5 半径 aの金属球に全電荷Qが貯まった場合の電場
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半径 aの金属球内に全電荷 Qが貯まった場合を考える。
この場合の電荷は、金属の性質から、金属表面のみに存在
する。そこで、(11.7)式の領域 V として原点を中心とする
半径 rの球を考えると、その右辺は

1

ε0

∫
V

ρ(r⃗)d3r =

 0 : r < a

Q

ε0
: r ≥ a

(12.10)

と計算できる。一方、(11.7)式の左辺は、(12.1b)のように
計算できる。(12.10)式と (12.1b)式を等号で結ぶと、電場
の大きさが

E(r) =
Q

4πε0
×

 0 : r < a

1

r2
: r ≥ a

(12.11)

と求まる。対応する電位 ϕ(r⃗)は、(12.4)式の導出と同様の計算により、

ϕ(r⃗) =
Q

4πε0
×


1

a
r < a

1

r
r ≥ a

(12.12)

と求まる。このように、金属球内では帯電がないことから、電位は一定値をとる。
(12.11)式と (12.12)式を、それぞれQ/4πε0a

2とQ/4πε0aを単位として r/aの関数とし
て描くと、次のようになる。
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12.6 コンデンサー
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二つの導体を絶縁して向かい合わせ、電圧を加えて電荷を
貯めるようにしたものを「コンデンサー（蓄電器）」という。
右図のように、導体AとBにそれぞれ電荷Q > 0と−Qを
蓄えると、導体Aから導体Bに向けて電場ができる。導体
の電位は一定なので、導体AB間の電位差ϕ(A)−ϕ(B)が定
義できる。電荷量Qをこの電位差 ϕ(A)− ϕ(B) で割った量

C ≡ Q

ϕ(A)− ϕ(B)
(12.13)
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は、「コンデンサーの電位を 1V上げるのに必要な電荷量」という意味を持ち、「静電容量」
と呼ばれている。電位差と静電容量の単位の単位として、それぞれV（ボルト）とF（ファ
ラッド）を新たに導入する。1F = 1C/Vである。

+Q

−Q

E

A S

d

B S

例として、表面積 Sの金属平板２枚を距離 dだけ隔てて
平行に配置した「平行板コンデンサー」の静電容量を求め
よう。一方に電荷Q、もう一方に電荷−Qを貯めると、電
場が存在する空間をなるべく小さくするため、電荷は向か
い合った表面にたまる。その結果生じる電場は、平板に垂
直方向で平板間のみに存在すると見なせる。+Qがたまった
金属平板の表面電荷密度は、σ = Q/Sである。従って、生
じる電場の大きさは、(12.9)式より、

E =
Q

ε0S
(12.14)

と求まる。これと E⃗ = −∇⃗ϕの関係より、平板間の電位差 ϕ(A)− ϕ(B)が、平行板に垂直
方向電場を積分して

ϕ(A)− ϕ(B) = Ed =
Qd

ε0S
(12.15)

と計算できる。この式を (12.13)に代入すると、平行板コンデンサーの静電容量が、

C = ε0
S

d
(12.16)

と得られる。

E

+Q −Q

a

b

もう一つの例として、半径 aの導体球Aを、内径が bの導体球殻 B

で包み、内側に電荷Q、外側に電荷−Qを与える。導体球の中心を原
点とする半径 rの球を考えると、球内の総電荷は、(12.10)と同様の考
察により、

1

ε0

∫
V

ρ(r⃗)d3r =


Q

ε0
: a ≤ r ≤ b

0 : r < a, b < r
(12.17)

と求まる。一方、(11.7)式の左辺は、(12.1b)式のように計算できる。
(12.17)式と (12.1b)式を等号で結ぶと、電場の大きさが

E(r) =


Q

4πε0r2
: a ≤ r ≤ b

0 : r < a, b < r

(12.18)

と求まる。AとBの電位差は、E⃗ = −∇⃗ϕ式より、(12.18)に−1をかけて r = bから r = a

まで積分することにより、

ϕ(a)− ϕ(b) = −
∫ a

b

E(r)dr = − Q

4πε0

∫ a

b

dr

r2
=

Q

4πε0

[
1

r

]a
r=b

=
Q

4πε0

(
1

a
− 1

b

)
(12.19)

と得られる。この結果を (12.13)式に代入すると、静電容量が

C =
4πε0ab

b− a
(12.20)

と求まる。
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