
13 惑星の運動
惑星の運動に関する人々の興味は，力学発展の主要エンジンの一つであった．ガリレオ
の地動説，惑星の運動に関するケプラーの法則など，ニュートン以前における近世の成果
に限っても，枚挙にいとまがない．今回は，この惑星の運動を，万有引力の法則と運動方
程式に基づいて記述する．

13.1 惑星の運動方程式
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図のように，質量mを持つ惑星Aが，質量M (≫ m)

を持つ恒星Oからの万有引力 F⃗ を受けて運動する場合を
考察していく．惑星Aの受ける万有引力 F⃗ は，恒星Oを
原点とする惑星Aの位置ベクトル r⃗を用いて，

F⃗ = −GmM

r3
r⃗, G = 6.67× 10−11 m3/kg·s2

(13.1)

と表せる．対応するAの運動の軌跡 r⃗(t)は，ニュートンの運動方程式

m
d2r⃗

dt2
= F⃗ (13.2)

を時間について二回積分することで得られる．しかし，三つの変数 r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t))

についての積分を二回行うことは大変である．その大変さは，保存則を用いることで，大
幅に軽減することができる．
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図 13.1: 惑星の運動の軌跡

今回の授業では，この惑星の運動の軌跡
を，古典力学に基づいて数学的に導出する．
その結果は，長さの単位を適当に選んだ無
次元の x̃ỹ平面で，

(1− e2)x̃2 + 2ex̃+ ỹ2 = 1) (13.3)

と表せる．ここで，e ≥ 0は離心率と呼ば
れる無次元のパラメータで，軌道の形状を
決定する．具体的には，右図のように赤丸
で表した恒星のまわりで，

• e < 1のとき楕円，

• e = 1のとき放物線 2x̃+ ỹ2 = 1，

• e > 1のとき双曲線

という美しい幾何学曲線を描いて運動する．
地球の離心率は e = 0.081で，その軌道
は e = 0の円に近い．一方，公転周期が約
75年のハレー彗星は，離心率 e = 0.967の偏平な楕円軌道を描き，次回は 2061年に太陽
に近づくと予言されている．
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13.2 エネルギー保存則と角運動量保存則

(13.1)式で与えられる力 F⃗ = (Fx, Fy, Fz)は，条件 ∇⃗ × F⃗ (r⃗) = 0⃗ を満たす保存力であ
り（§8.2参照），万有引力ポテンシャル

U(r) = −GmM

r

を用いて F⃗ = −∇⃗U(r)と表せる．また，(13.2)式と速度 ˙⃗r ≡ dr⃗

dt
とのスカラー積をとって

線積分することにより，力学的エネルギー

E ≡ 1

2
m ˙⃗r 2 − GmM

r
(13.4)

が保存することを示せる（8.2節参照）．

O

r

r + vdt

vdt

L

π−θ
dS

さらに，(13.1)式の F⃗ は，原点に向かう中心力で
あり，角運動量

L⃗ ≡ mr⃗ × ˙⃗r (13.5)

が保存する（10.3節参照）．
惑星の運動の軌跡は，(13.2)式を解く代わりに，

(13.4)式と (13.5)式に基づいて求めることができる．

実際，これらの式には，時間についての一階微分 ˙⃗r ≡ dr⃗

dt
のみが現れているので，積分を

1回行うだけで軌跡 r⃗(t)が得られる．すなわち，計算の大幅な簡略化が可能になる．

13.3 極座標への変換

x

y

z

r

L

θ

角運動量 L⃗が保存することから，惑星の運動にお
ける万有引力の影響は，L⃗に垂直な平面で生じるこ
とが結論づけられる．そこで，L⃗に垂直方向の平面
内の運動に着目する．そして，惑星の運動が xy平
面内にあるように座標系を選び，惑星の位置ベクト
ルを

r⃗ = (r cos θ, r sin θ, 0) (13.6)

と極座標表示する．ここで，原点からの距離 r = |r⃗|
と角度 θ [rad]は時間 tの関数である．この表示を
用いると，質量mの物体が中心力場で運動するときの角運動量と運動エネルギーが，そ
れぞれ

L⃗ =(0, 0,mr2θ̇), (13.7a)

1

2
mv⃗ 2 =

1

2
mṙ2 +

L2

2mr2
(13.7b)

と得られる（例題 13.1）．
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例題 13.1 中心力による物体の運動を，極座標表示 (13.6)を用いて考察する．以下の
問いに答えよ．

(1) 物体の速度 v⃗ ≡ ˙⃗rを極座標で表示せよ．

(2) 角運動量 L⃗ ≡ r⃗ × p⃗が (13.7a)式のように表せることを示せ．

(3) 運動エネルギーが (13.7b)式のように表せることを示せ．

解答

(1) 極座標表示 (13.6)における速度 ˙⃗rは，積の微分公式

d

dt
(fg) = ḟg + fġ

と微分の連鎖律
d

dt
f(g(t)) = ġ(t) ḟ(g(t))

を用いて，次のように得られる．

˙⃗r = (ṙ cos θ − rθ̇ sin θ, ṙ sin θ + rθ̇ cos θ, 0). (13.8)

(2) 角運動量は，(13.6)式と (13.8)式を L⃗ ≡ r⃗×m ˙⃗rに代入し，ベクトル積の定義式を用いるこ
とで，次のように計算できる．

L⃗ = (0, 0,m(xẏ − yẋ))

=
(
0, 0,mr cos θ(ṙ sin θ + rθ̇ cos θ)−mr sin θ(ṙ cos θ − rθ̇ sin θ)

)
=

(
0, 0,mrṙ(cos θ sin θ − sin θ cos θ) +mr2θ̇(cos2 θ + sin2 θ)

)
=(0, 0,mr2θ̇).

(3) 運動エネルギー (13.4)は，(13.8)式を用いて，以下のように書き換えられる．

1

2
m ˙⃗r 2 =

1

2
m

{
(ṙ cos θ − rθ̇ sin θ)2 + (ṙ sin θ + rθ̇ cos θ)2

}
=

1

2
m

{
(ṙ2 cos2 θ + r2θ̇2 sin2 θ − 2ṙrθ̇ cos θ sin θ)

+(ṙ2 sin2 θ + r2θ̇2 cos2 θ + 2ṙrθ̇ cos θ sin θ)
}

=
1

2
m

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
.

これに (13.7a)式からの表現 θ̇ =
L

mr2
を代入すると，(13.7b)を得る． ■

(13.7)式を用いると，極座標表示でのエネルギー (13.4)が，独立変数を時刻 tから角度
θに変換した形

E =
L2

2mr4

(
dr

dθ

)2
+ Ueff(r) (13.9)
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に表せる（例題 13.2）．ただし，Ueff(r)は

Ueff(r) ≡ −
GMm

r
+

L2

2mr2
(13.10)

で定義された有効ポテンシャル (effective potential)である．

例題 13.2 角運動量の極座標表示 (13.7a)と運動エネルギーの極座標表示 (13.7b)を
用いて，(13.4)式のエネルギーが，(13.10)式のように表せることを示せ．

解答 (13.4)式の ṙは，ṙ =
dθ

dt

dr

dθ
と書き換えて (13.7a)式を用いることにより，

ṙ =
L

mr2
dr

dθ
(13.11)

と表せる．この表式と (13.7b)式を (13.4)式に代入すると，エネルギーが，有効ポテンシャル (13.10)
を用いた式 (13.9)へと変形できる． ■
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(13.10)式で，第一項は万有引力
ポテンシャルを，第二項は斥力をも
たらす遠心力ポテンシャルを表す．
右図には，この (13.10)式を，ポテ
ンシャルUeff(r)に最小値を与える
r = r0と，ポテンシャルの最小値
の絶対値 U0で規格化して描いた．
物理学では，無次元化という操
作を行って，解くべき問題を簡潔
かつ明快なものにすることが頻繁
に行われる．ここでも，(13.10)式
の有効ポテンシャルを用いて，無
次元化を行おう．

例題 13.3 (13.9)式と (13.10)式について以下の問いに答えよ．

(1) Ueff(r)が最小値をとる点 r0と，その最小値の深さ U0 ≡ −Ueff(r0)を求めよ．

(2) 原点からの距離 rとエネルギーEを，r = r0r̃およびE = U0Ẽと変数変換し，
無次元化されたエネルギー Ẽを無次元化された長さ r̃の関数として求めよ．

解答

(1) (13.10)式の Ueff(r)が r = r0で最小値をとるための必要条件は，

0 = U ′
eff(r0) =

GMm

r20
− L2

mr30

である．これより，r0と U0 ≡ −Ueff(r0)が，次のように求まる．

r0 =
L2

GMm2
, (13.12a)

U0 = −
(
−GMm

r0
+

L2

2mr20

)
=

L2

2mr20
. (13.12b)
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(2) (13.9)式に r = r0r̃を代入すると，E =
L2

2mr20

1

r̃4

(
dr̃

dθ

)2
+

L2

2mr20

(
−2

r̃
+

1

r̃2

)
となる．これ

より，Ẽ ≡ E/U0が，次のように求まる．

Ẽ =
1

r̃4

(
dr̃

dθ

)2
− 2

r̃
+

1

r̃2
. ■ (13.13)

13.4 運動の軌跡

(13.13)式より，解くべき微分方程式が，

dr̃

dθ
= σr̃2

√
Ẽ +

2

r̃
− 1

r̃2
(σ ≡ ±1)

と得られる．この式は，次のように表せる．

dθ = σ
dr̃

r̃2
√

Ẽ + 2r̃−1 − r̃−2
(σ ≡ ±1). (13.14)

例題 13.4 変数変換 r̃ = u−1により，(13.14)式を不定積分せよ．

解答 u = r̃−1の無限小変化は du = −r̃−2dr̃と表せる．これらを (13.14)式に代入すると，

dθ = − σ
du√

Ẽ + 2u− u2
= −σ du√

1 + Ẽ − (u− 1)2
(13.15)

を得る．この微分方程式は，変数変換

u− 1 =
√

1 + Ẽ cosϕ, ϕ ∈ [0, π] (13.16)

により解くことができる．ただし，ϕの定義域は，u− 1が正負いずれの値も取り得ることを考慮
して選んだ．(13.16)式とその無限小変化の式 du = −

√
1 + Ẽ sinϕdϕ を，(13.15)式に代入する

と，微分方程式が

dθ = σ

√
1 + Ẽ sinϕ√
1 + Ẽ sinϕ

dϕ ←→ θ = σϕ+ θ0 ←→ ϕ = σ(θ − θ0)

と容易に積分できる．ただし，θ0は積分定数である．この式と u = r̃−1の関係を (13.16)式に代
入すると，関数 r̃(θ)が次のように得られる．

r̃ =
1

1 +
√

1 + Ẽ cos(θ − θ0)
. ■ (13.17)

(13.17)式は，離心率

e ≡
√
1 + Ẽ (13.18)

を導入し，θ0 = 0となるように座標軸を選ぶことで，

r̃(θ) =
1

1 + e cos θ
(13.19)
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と表せる．xy平面での軌跡を求めるために，(13.19)式を r̃ = 1− er̃ cos θと表し，両辺を
2乗すると，

r̃2 = 1− 2er̃ cos θ + e2r̃2 cos2 θ ←→ x̃2 + ỹ2 = 1− 2ex̃+ e2x̃2

となる．ただし，(x̃, ỹ) ≡ (r̃ cos θ, r̃ sin θ)である．これより，惑星の x̃ỹ面内での軌跡が，
(13.3)式のように得られる．さらに eの大きさで軌跡を分類すると，次のようになる．

0 ≤ e < 1 (−1 ≤ Ẽ ≤ 0)のとき，楕円：　
(
x̃+

e

1− e2

)2

+
ỹ2

1− e2
=

1

(1− e2)2

e = 1 (Ẽ = 0)のとき，放物線：　 −2x̃+ ỹ2 = 1

e > 1 (Ẽ > 0)のとき，双曲線：　
(
x̃− e

e2 − 1

)2

− ỹ2

e2 − 1
=

1

(e2 − 1)2

(13.20)

このようにして，恒星の万有引力の下で運動する惑星の軌跡が，楕円・放物線・双曲線と
いう幾何学曲線を描くことが明らかになった．特に楕円の方程式は，(

x̃+
e

1− e2

)2

(
1

1− e2

)2 +
ỹ2(
1√

1− e2

)2 = 1 ←→

(
x+

e

1− e2
r0

)2

(
r0

1− e2

)2 +
y2(
r0√
1− e2

)2 = 1

(13.21)

と書き換えられ，長半径 aと短半径 bがそれぞれ

a =
r0

1− e2
, b =

r0√
1− e2

=
√
ar0 (13.22)

であることがわかる．ただし，r0は (13.12a)式に定義されている．
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(13.20) 式の軌跡を描くと，図
13.1 のようになる．(13.19) 式よ
り，無次元の力学的エネルギー Ẽ

と離心率 eの間には，

Ẽ = e2 − 1

の関係がある．0 ≤ e < 1すなわ
ち−1 ≤ Ẽ < 0の時，惑星は有効
ポテンシャル Ueff(r)に束縛され，
有限の領域を周期運動する．一方，
e ≥ 1すなわち Ẽ ≥ 0の時には，運
動エネルギーがポテンシャルエネ
ルギーUeff(r)を上回り，惑星は無
限遠から近づいて無限遠へと去っ
ていく．これらの結果は，右図のよ
うに，有効ポテンシャルUeff(r)の
中での運動として理解できる．矢
印のついた水平線に対応した縦軸
の値が，無次元化された力学的エネルギー Ẽの値である．
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