
問題 II

全問を通して、T は絶対温度、kBはBoltzmann定数を表すものとし、β = 1/kBT とする。

1. 同種粒子N 個からなる理想気体を古典統計力学の立場で考察する。この系のハミルトニ
アンをH(p1, q1, · · · ,pN , qN)とし、気体のはいっている容器の体積を V とすれば、絶対温度
T の熱浴と熱接触している場合の分配関数は

Z(T, V,N) =
1

h3NN !

∫
e−βHd3p1d

3q1 · · ·d3pNd3qN

と計算される。ここで qiは i番めの粒子の座標、piはその共役運動量、hは Planck定数で

ある。また、理想気体ではH =
N∑

i=1

p2
i

2m
と表される（mは粒子の質量）。

1-1 この系の分配関数が次のように表されることを示せ。積分公式
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π を用

いてよい。

Z(T, V,N) =
ζN

N !
, ζ = V

(
2πmkBT

h2

) 3
2

1-2 N が大きいときに適用できる Stirlingの公式 logN ! � N logN − N の近似を用いてこ
の系のHelmholzの自由エネルギー F を求め、定積熱容量CV と圧力 pを得よ。

2. ある同一分子からなる 1moleの気体の熱力学的性質を調べるため、定積熱容量CV (T, V )

と圧力 p(T, V )を測定した。以下ではRを気体定数とする。

2-1 体積 V の大きい極限で定積熱容量が
5

2
R となった。この振舞いからわかる分子の性質

を述べよ。

2-2 気体の内部エネルギーEについて dE = TdS − pdV が成り立つ（Sはエントロピー）。
Eを T と V の関数とみなすときE(T, V )の全微分が次のようになることを示せ。

dE = CV dT +

{
T

(
∂p

∂T

)
V

− p
}

dV

2-3 測定の結果、次の関係を得た。

CV (T, V ) =
5

2
R

(
1 − a(T )

V

)
,

pV

RT
= 1 +

b

V T
3
2

（bは正の定数）

ここで、関数 a(T )は T のみの関数である。関数 a(T )を求めよ。必要なら前問の結果
を用いてよい。
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3. グランドカノニカル集団を用いてFermi–Dirac統計にしたがう量子理想気体を考察する。
1粒子の量子状態 ν (ν = 1, 2, 3, · · ·)のエネルギー準位を ενとし、その量子状態にある粒子数
を nν とすると、全系の量子状態は {nν} = (n1, n2, · · ·)という組で指定される。全粒子数を
N とすれば、この系のエネルギーは

E({nν}) =
∑
ν

nνεν , ただしN =
∑
ν

nν

で与えられる。また、この粒子の化学ポテンシャルを µとすれば、系の大分配関数Ξ はN

粒子系の分配関数 ZN を用いてΞ =
∞∑

N=0

eNβµZN と計算される。

3-1 この系の大分配関数が次のように表されることを示せ。

Ξ =
∏
ν

(1 + eβ(µ−εν))

3-2 1粒子の量子状態 νに存在する平均粒子数 n̄νが Fermi分布関数 f(ε)を用いて次のよう
に表されることを示せ。

n̄ν = f(εν) =
1

1 + eβ(εν−µ)

体積が大きいときには1粒子のエネルギー準位の間隔は小さくなり、εと ε+dεの間にある1粒
子状態の数は状態密度を使ってD(ε)dεと表すことができる。このとき平均のエネルギーは上で

与えたFermi分布関数f(ε)を用いて Ē =
∫ ∞

0
εf(ε)D(ε)dεと表され、µはN =

∫ ∞

0
f(ε)D(ε)dε

から決定される。ここで 1粒子の基底エネルギーを 0にとった。

3-3 f(ε)の概略を図示し、それを用いて T = 0におけるエネルギー Ē0と化学ポテンシャル
µ0が次のように与えられることを説明せよ。

Ē0 =
∫ µ0

0
εD(ε)dε, N =

∫ µ0

0
D(ε)dε

3-4 十分低温 (kBT � µ0)における定積熱容量CV がTに比例することを示せ。ただし ε = µ0

の近傍でD > 0かつ
dD

dε
が存在するとせよ。必要ならば kBT � µのときの展開公式

∫ ∞

0
f(ε)φ(ε)dε �

∫ µ

0
φ(ε)dε + ak2

BT
2 dφ

dε

∣∣∣∣∣
ε=µ

（aは無次元の正定数）

を用いてよい。

II–2


