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問題 T-III

この問題での調和振動子は温度 Tの環境中にあるものとする。

1. １個の１次元調和振動子の Hamiltonianは、mを質量、kをバネ定数、p; qをそれぞれ
お互いに共役な運動量と座標とするとき、次の形である；
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(1) この振動子 N(� 1)個からなる系が古典統計力学に従うとして、分配関数 Zは次の形
に与えられることを示せ；
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(2) (2)式を使用して、この系のエネルギーの平均値 Eと比熱 Cの温度依存性を求めよ。

2. 量子力学では１個の振動子のエネルギー固有値�nは次の形で与えられる；

�n =
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h� (n = 0; 1; � � � ;正整数)。 (3)

(1) この系が量子統計に従うとして、系の分配関数を求めよ。

(2) (1)の結果を使用して、この系のエネルギーの平均値Eおよび比熱Cの温度依存性を求
めよ。

(3) (2)で求めた比熱の温度依存性を、

縦軸に
C

NkB
; 横軸に x � kBT

h�

をとって図示せよ。図は x = 0;1での値及び x ! 0; x ! 1での勾配が解るように
書け。

3. 格子定数 bの単原子単純立方結晶を考え、その３つの結晶軸を x; y; z軸とする。各原子
の平衡位置から x方向の微小振動を調和振動子として量子力学で扱う。結晶の１辺は
M個の原子から構成される。原子間には相互作用が働くので、各原子の微小振動から
なる格子振動系は速度 vの波動となり、その波数をkとすると、振動数�は 2�� = vjkj
で与えられる。簡単のため、vはkの方向に依らないとする。kの成分 ki(i = x; y; z)は
両端の原子は同じ運動をするという境界条件より次の形が得られる；
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(ni = 1 �M；整数、N �M3)。 (4)

(1) M � 1であるから、kiしたがって�は連続変数として扱える。振動数�が� � � + d�の
範囲にある振動子の数、すなわち振動数分布関数を

g(�) = A�s (5)

と表した場合のベキ sを求めよ。Aは分布関数の定義から得られる定数とする。
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(2) この格子振動系がとることのできる最大振動数�Dを求めよ (簡単のため定数 Aのまま
で計算してよい)。

(3) これまでこの問題で得られた結果を使用して、この格子振動系の比熱 Cを表す式を求
めよ。

(4) 低温極限では、この格子振動系の比熱 Cは温度 Tの３乗に比例することを示せ。ただ
し、積分
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は a!1としても、一定の値をとることは証明なしで使ってよい。
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