
§14 近似法

[1] １次元調和振動子の Hamiltonian

Ĥ0 = − h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 (1)

に、微小な摂動 Ĥ1 = eExが加わった。この系におけるエネルギー固有値の変化を、摂
動論を用いて摂動の２次まで計算せよ。また、厳密解を求めて摂動論による結果と比較
せよ。

[2] １次元井戸型ポテンシャル

V (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

∞ x < 0

0 0 < x < L

∞ L < x

の基底状態にある荷電粒子に微小電場をかけた。この効果は摂動ポテンシャルV1(x) = eEx

により表せる。基底状態のエネルギー固有値の変化を摂動論を用いて計算せよ。

[3] 基底状態にある水素原子に外から一様な弱い電場 Eを加えると分極が起こり、エネルギー
準位が変化する。z 方向にかけられた電場との相互作用 Ĥ1 = eEz を摂動として取り扱う。

(a) １次摂動のエネルギー変化が 0 になることを示し、その物理的理由を述べよ。

(b) ２次摂動によるエネルギー変化を評価せよ。但し、簡単のため、エネルギー分母を
E

(0)
0 − E

(0)
m

∼= E
(0)
0 と近似せよ（E(0)

0 ：基底状態のエネルギー）。

[4] 中心力ポテンシャルの固有状態で軌道角運動量 l = 1を持つ３つの状態 ψ1m (m = ±1, 0)

を考える。これらの状態のエネルギーは縮退しているので、そのエネルギーをE0とする。
この系に摂動

Ĥ1 = α(l̂2x − l̂2y) + βl̂z

が加わったときのエネルギー固有値を摂動論を用いて求めよ。

[5] 基底状態にある水素原子に、大きさBをもつ z軸方向の外部磁場が加わった。電子の軌
道運動に対するHamiltonianは次式で与えられる。

Ĥ =
1

2µ

(
p̂ +

e

c
A

)2

− e2

r
. (2)

ここではGauss単位系を採用し、µは換算質量、−eは電子の電荷、cは光速、Aはベク
トルポテンシャルを表す。

(a) ベクトルポテンシャルをA(r) = B
2
ez×rと取れること、すなわち∇ × A = Bezを

示せ。ただし、ezは z方向の単位ベクトルである。
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(b) Hamiltonianを
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 + Ĥ2

とAの次数により展開する。Ĥ1が軌道角運動量演算子 l̂ ≡ r× p̂/h̄ を用いて次のよ
うに表せることを示せ。

Ĥ1 = µBl̂zB, µB ≡ eh̄

2µc
：Bohr磁子.

(c) Ĥ1の一次摂動による基底状態のエネルギー変化を求めよ。

(d) Ĥ2の一次摂動による基底状態のエネルギー変化を求めよ。（この効果を Langevinの
反磁性と呼ぶ。）

(e) Ĥ1の二次次摂動による基底状態のエネルギー変化を求めよ。ただし、励起状態とし
ては l = 1状態のみを考慮するものとする。（この効果を van Vleckの常磁性と呼ぶ。）

[6] 前問のHamiltonianで、磁場が x方向に加えられた場合A(r) = B
2
ex×rを考える。Bの

一次の範囲における n = l = 1状態のエネルギー変化と固有関数を、縮退のある場合の摂
動論を用いて求めよ。

[7] Hamiltonian Ĥ の最小固有値を E0とすると、任意の試行関数 ψ に対して

〈ψ|Ĥ|ψ〉
〈ψ|ψ〉 ≥ E0

となることを示せ。

[8] Hamiltonian Ĥ0 のエネルギー固有値 E0 が２重に縮退している場合を考え、対応する規
格直交化された波動関数を ψaおよび ψb とする。この系に次式で与えられる摂動 Ĥ1 を
加える。

〈ψa|Ĥ1|ψa〉 = 〈ψb|Ĥ1|ψb〉 = 0, 〈ψa|Ĥ1|ψb〉 = 〈ψb|Ĥ1|ψa〉 = E1.

このとき試行関数として ψ = ψa + αψb をとり、α を変分パラメータとして、全系 Ĥ =

Ĥ0 + Ĥ1 の固有値及び固有状態を近似的に求めよ。

[9] Hamiltonian

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
+ c x4

で記述される１次元非調和振動子の基底状態のエネルギーを、次の試行関数を用いて変
分法により求めよ。

ψ(x) = Ae−αx2/2.

[10] WKB法（Bohr-Sommerfeldの量子化条件）を用いて V (x) = a|x| (a > 0) のポテンシャ
ルによる束縛状態のエネルギー準位を求めよ。
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[11] (1)式のHamiltonianに、時間的に周期変化する摂動

Ĥ1 =
ε

2
mω2x2 cos Ωt (ε� 1)

が加えられる場合を考える。時刻 t = 0 で系が Ĥ0 の基底状態にあるとし、t > 0の波動
関数 φ(x, t)を Ĥ0の固有関数 ψn (n = 0, 1, 2, · · · )を用いて

φ = ψ0 +
∞∑

n=1

cnψn

と展開する。

(a) 一次摂動の展開係数 c
(1)
n を tの関数として求めよ。

(b) 系が状態 nに励起されるのは Ω と ω の間にどの様な関係がある場合か？

[12] (1)式のHamiltonianに、時間と共に減衰する摂動

Ĥ1 = eExe−atθ(t) θ(t) =

{
0 t < 0

1 t > 0

が加えられる場合を考える。系は時刻 t = 0 で Ĥ0 の基底状態にあった。t → ∞におい
て系が励起状態にある確率を求めよ。
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