
§復習 量子力学の一般原理
(1次元の場合を考察； 3次元への一般化は容易)

[A] 波動関数の内積

〈ψi|ψj〉 ≡

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∫ ∞

−∞
ψ∗

i (x, t)ψj(x, t) dx ：無限区間
∫ L

0

ψ∗
i (x, t)ψj(x, t) dx ：[0, L] の周期境界条件

[B] 随伴演算子 (adjoint operator)

演算子 Â の随伴演算子 Â† (定義式)：　 〈Â†ψi|ψj〉 = 〈ψi|Âψj〉
(注： この定義では，部分積分の際に境界からの寄与が 0となることが本質的)

[C] Hermite 演算子

Â† = Â を満たす演算子 このとき，〈ψi|Âψj〉 = 〈Âψi|ψj〉 ≡ 〈ψi|Â|ψj〉

[D] Hermite 演算子の行列表現

• ある完全規格直交系 {ψj} を用いた Hermite 演算子 Â の行列表現：　 Aij ≡ 〈ψi|Â|ψj〉
• 行列 A の性質：　 A∗

ij = 〈ψi|Âψj〉∗ = 〈Âψj |ψi〉 = Aji —– Hermite 行列

[E] 量子力学と Hermite 演算子

物理量に対応した演算子は全て Hermite 演算子 =⇒ 期待値 〈Â〉i ≡ 〈ψi|Â|ψi〉 は実数

例：　 x̂ ≡ x, p̂ ≡ h̄

i

d
dx

, Ĥ ≡ − h̄2

2m
d2

dx2
+ V (x)

[F] 完全規格直交系

Hermite 演算子 Â のある境界条件のもとでの固有値問題： Âϕ(x) = aϕ(x)

⇓
(i) 離散的な固有値 an (n = · · · , 1, 2, · · ·) と固有関数 ϕn(x) が得られる場合

〈ϕm|ϕn〉 = δmn ：規格直交
∑

n

ϕn(x)ϕ∗
n(x′) = δ(x− x′) ：完全

(ii) 連続的な固有値 a (−∞ < a <∞) と固有関数 ϕa(x) が得られる場合

〈ϕa|ϕa′〉 = δ(a− a′) ：規格直交
∫ ∞

−∞
ϕa(x)ϕ∗

a(x′) da = δ(x− x′) ：完全

[G] 量子力学の行列形式

Hermite 演算子 B̂ の固有値問題： B̂φµ(x) = bµφµ(x)

� φµ(x) =
∑

n Unµϕn(x) の展開

Hermite 行列 Bmn ≡ 〈ϕm|B̂|ϕn〉 の対角化問題：　 B′ = U †BU

[ (B′)µν = δµνbµ, (U)nµ = Unµ, (B)mn ≡ 〈ϕm|B̂|ϕn〉 ]
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[H] 確率解釈

(i) 離散的な場合

ϕn(x) ： Hermite 演算子 Âの固有関数 —– Âϕn(x) = anϕn(x)

φ(x) =
∑

n

cnϕn(x) ：ある波動関数 φ(x)の ϕn(x)による展開

状態 φ(x) において物理量 Âを測定したとき，固有値 an を観測する確率は |cn|2

(ii) 連続的な場合

ϕa(x) ： Hermite 演算子 Âの固有関数 —– Âϕa(x) = aϕn(x)

φ(x) =
∫
c(a)ϕa(x) da ：ある波動関数 φ(x)の ϕa(x)による展開

状態 φ(x) において物理量 Âを測定したとき，固有値 aを観測する確率は |c(a)|2da

[I] 不確定性原理

Â, B̂ ： Hermite 演算子 〈Â〉 ≡ 〈ϕ|Â|ϕ〉 ： Â の期待値

∆Â ≡ Â− 〈Â〉, ∆B̂ ≡ B̂ − 〈B̂〉 ： 期待値からのずれに対する Hermite 演算子

√
〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 ≥ 1

2

√
〈−i[Â, B̂]〉2

例：　 Â = x, B̂ = p̂ のとき，[x, p̂] = ih̄より
√
〈(∆x)2〉〈(∆p̂)2〉 ≥ h̄

2

[J] Heisenbergの運動方程式 —– Hamiltonian Ĥ が時間に依存しない場合

　
dÂ(t)

dt
=

1
ih̄

[Â(t), Ĥ ] Â(t) ≡ eiĤt/h̄Â e−iĤt/h̄ ：Heisenberg表示

[K] 古典力学との対応

　
dA
dt

= (A, Ĥ) (A, Ĥ) ：Poisson 括弧式 ⇐⇒ 1
ih̄

[Â(t), Ĥ ] ：交換子

[L] Dirac の bra と ket

(i) 波動関数の bra-ket 表示：　 ϕn(x) ≡ 〈x|ϕn〉, ϕ∗
n(x) ≡ 〈ϕn|x〉⎧⎨

⎩
φ(x) =

∑
n

cnϕn(x)

cn ≡ 〈ϕn|φ〉
⇐⇒ 〈x|φ〉 =

∑
n

〈x|ϕn〉〈ϕn|φ〉 ⇐⇒ |φ〉 =
∑

n

|ϕn〉〈ϕn|φ〉

(ii) 規格直交性と完全性

〈ϕm|ϕn〉 = δmn ：規格直交
∑

n

|ϕn〉〈ϕn| = 1 ：完全

(iii) 連続固有値の場合：　 ϕa(x) ≡ 〈x|a〉, ϕ∗
a(x) ≡ 〈a|x〉

〈a|a′〉 = δ(a− a′) ：規格直交
∫ ∞

−∞
da |a〉〈a| = 1 ：完全
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[1] p̂ ≡ h̄

i

d
dx
と Ĥ ≡ − h̄2

2m
d2

dx2
+ V (x) が Hermite演算子であることを，以下の二つの場合について確

かめよ。

(i) 無限区間 (−∞ < x <∞)，かつ，境界条件が ϕ(±∞) = 0 の場合

(ii) 区間 [0, L]の周期境界条件の場合

[2] Hermite 演算子 B̂ の固有値問題：

B̂φµ(x) = bµφµ(x)

が，φµ(x) の完全規格直交系 {ϕn(x)}n による展開：

φµ(x) =
∑

n

Unµϕn(x)

を用いて，Hermite 行列 (B)mn ≡ 〈ϕm|B̂|ϕn〉 の対角化問題に変形できることを示せ。

[3] 不等式
√
〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 ≥ 1

2

√
〈−i[Â, B̂]〉2 を証明せよ。

[4] Hamiltonian が Ĥ ≡ − h̄2

2m
d2

dx2
+ V (x) で与えられる場合について，x̂(t) ≡ eiĤt/h̄x e−iĤt/h̄ と

p̂(t) ≡ eiĤt/h̄ h̄

i

d
dx

e−iĤt/h̄ の時間微分を計算せよ。
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